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Einleitung

Seit geraumer Zeit stoflen klassische integrable Feldtheorien auf ein breites Interesse, da
sich Losungen mit solitonischem Charakter konstruieren lassen. Solitonen sind lokalisierte
Anregungen, die sich gegenseitig durchdringen kénnen, ohne ihre Form zu verindern. Die
bekanntesten klassischen integrablen Modelle — sie beinhalten alle eine Raum- und eine
Zeitdimension — sind die Korteweg-de Vries-Gleichung [1, 2], das Sinus-Gordon-Modell [3]
und die nichtlineare Schrodingergleichung [4], die durch die Gleichungen

b(t, ) — 66(t, 2)d' (t, z) + ¢"(t,z) = 0 (Korteweg-de Vries-Gleichung)
d(t,x) — ¢"(t,7) + %sin Bé(t,r) = 0 (Sinus-Gordon-Modell)
ip(t,x) + ¢"(t,x) — 2x|o(t, z) Po(t,x) = 0 (nichtlineare Schrodingergleichung)

gegeben sind. Die letzten beiden sind offenbar Modifikationen von freien Wellengleichun-
gen, im ersten Fall der Klein-Gordon-Gleichung und im zweiten der Schrédingergleichung.
Weitere integrable Modelle, die jedoch eher in der Quantenfeldtheorie eine Rolle spielen,
sind das nichtlineare o-, das Z(N)-Ising-, das massive Thirring- und das Gross-Neveu-
Modell. Das nichtlineare o-Modell dient als niederdimensionales Modell fiir die Quanten-
chromodynamik, die Theorie der starken Wechselwirkung, wihrend das Z(2)-Ising-Modell
mit dem Ising-Modell der statistischen Physik im Skalenlimes assoziiert ist.

Allgemein ist die Integrabilitit eines Systems mit n Freiheitsgraden dquivalent zu der
Existenz von n unabhéingigen Erhaltungsgrofien. Fiir Feldtheorien, die definitionsgeméf}
mindestens einen kontinuierlich parametrisierten Freiheitsgrad besitzen, bedeutet dies,
daf es unendlich viele unabhéingige Erhaltungsgrofien geben mufl — in der Feldtheorie oft
erhaltene Ladungen genannt und {iber das Noether’sche Prinzip mit Symmetrien verbun-
den. In konformen Feldtheorien in 1 + 1 Dimensionen sind das zum Beispiel die erhalte-
nen Ladungen der klassischen Virasoro-Algebra. Derartige konforme Symmetrien gehen
auf Reparametrisierungsinvarianzen der Raum-Zeit zuriick und treten nur in masselosen
Theorien auf.

Der Schritt von einer klassischen Feldtheorie zu einer Quantenfeldtheorie ist keines-
wegs trivial. Dies liegt an der Tatsache, dafl die lokalen Felder nicht wie in der Quan-
tenmechanik gewohnliche Operatoren sind, sondern operatorwertige Distributionen, d.h.
streng genommen miissen sie mit einer Testfunktion verschmiert werden, bevor sie auf
einen Zustand angewendet werden konnen. Hier soll jedoch trotzdem weiterhin von Ope-
ratoren gesprochen werden, da dies auch in der Literatur weitgehend {iblich ist. Distri-
butionen lassen sich in der Regel nicht miteinander multiplizieren, und daher sind im
allgemeinen auch Produkte von Feldern im mathematisch strengen Sinne in der Quan-
tenfeldtheorie nicht definiert. Dies ist der Grund fiir das Auftreten von Divergenzen wie
z.B. einer unendlich hohen Nullpunktenergie, die durch Renormierung beseitigt werden

7



8 FEINLEITUNG

miissen (vgl. [5, 6, 7, 8]). Da in den erhaltenen Ladungen der klassischen Feldtheorie im
allgemeinen Produkte von Feldern auftreten, kénnen bei der Quantisierung der Theorie
Anomalien — d.h. Zusatzterme — auftreten, so daf§ die Integrabilitdt nicht zwangslaufig
erhalten bleiben muf. Ein Beispiel fiir das Auftreten eines Zusatzterms gegeniiber dem
Klassischen ist die zentrale Ladung in den Vertauschungsrelationen der Generatoren der
Quanten-Virasoro-Algebra.

Fiir eine Reihe von Modellen, zum Beispiel das Sinus-Gordon-Modell, ist der Nach-
weis gelungen, daf die erhaltenen Ladungen die Quantisierung iiberleben und unabhéngig
bleiben, so dafl auch die Quantenversion integrabel ist [9]. Besonders interessant ist, daf}
sich dadurch einschneidende Bedingungen fiir die Streuung von Teilchen ergeben [10]. So
gilt:

1. Die Zahl der Teilchen vor und nach der Streuung ist gleich.

2. Dariiber hinaus bleibt nicht nur der Gesamtimpuls erhalten, sondern jeder einzelne
Impuls fiir sich.

3. Die S-Matrix faktorisiert, d.h. die n-Teilchen-S-Matrix 148t sich in geeigneter Weise
als Produkt von Zweiteilchen-S-Matrizen schreiben.

Die ersten beiden Punkte sind anschaulich unter solitonischem Verhalten zu subsumieren.
Der letzte Punkt hat eine ganz besondere Relevanz, da er zur Entdeckung der sogenannten
Quantengruppen fiihrte, die zur Zeit ein wichtiger Gegenstand der Forschung sind und
zahlreiche Anwendungen in der Quantenfeldtheorie sowie der statistischen Physik finden.
Daher soll hier ausfiihrlicher auf die Faktorisierung eingegangen werden. Betrachte die
beiden Streuprozesse

t] t

1 2 3 1 2 3
x x

Die einzelnen Wechselwirkungen mogen rdumlich und zeitlich weit voneinander entfernt
stattfinden, so daf} es erlaubt ist, die Teilchenbahnen durch gerade Linien zu approximie-
ren. Beide Diagramme zeigen einen Prozef}, bei dem drei Teilchen wieder in drei Teilchen
iibergehen, wobei links allerdings erst Teilchen 1 mit 2 streut, wihrend rechts zuerst die
Teilchen 2 und 3 miteinander in Wechselwirkung treten. Es gibt offenbar zwei infiquiva-
lente M6glichkeiten, eine Dreiteilchen-S-Matrix als Produkt von Zweiteilchen-S-Matrizen
zu schreiben, wenn man jede einzelne Wechselwirkung durch letztere ausdriickt. Die Sym-
metrieoperationen, die mit den héheren erhaltenen Ladungen verbunden sind, erlauben
es, die Trajektorien in der dargestellten Weise zu verschieben, so dafl in integrablen Mo-
dellen beide Moglichkeiten das gleiche Ergebnis liefern miissen. Dies fiihrt zur beriihmten
Yang-Baxter-Gleichung

5(3) = 523((12 - 043)513(041 - @3)512(041 - OlQ) = 512(041 - 042)5'13(041 - a3)523(a2 - 043)

fiir die Zweiteilchen-S-Matrizen. Die Parameter a;; — Rapiditéiten genannt — sind dabei ein
Ma# fiir den Impuls der Teilchen. Diese Gleichung hat sich als aulerordentlich reichhaltig



in den verschiedensten Gebieten der Physik und Mathematik herausgestellt. Sie liefert
wie schon erwiahnt die Grundlage fiir das Studium von Quantengruppen bzw. Hopfalge-
bren, die in gewisser Weise eine Verallgemeinerung herkémmlicher Lie-Algebren darstel-
len [11, 12, 13]), und spielt dariiber hinaus in integrablen Modellen der Quantenfeldtheo-
rie in 1 + 1 Dimensionen [14, 15, 16]) und der statistischen Physik in zwei Dimensio-
nen [15, 17, 18, 19, 20]) eine iiberragende Rolle. So ist es zum Beispiel moglich, mit Tech-
niken des algebraischen Bethe Ansatzes, die auf die durch die Yang-Baxter-Gleichung defi-
nierte Struktur zuriickgehen, Heisenberg-Modelle elegant zu 16sen [18]. Weitere efolgreich
behandelte Modelle in der statistischen Physik sind das Eismodell (6-Vertex-Modell), das
8-Vertex-Modell [17], das supersymmetrische t-J-Modell als Modell fiir Hoch-Temperatur-
Supraleitung [21] sowie das Hubbard-Modell fiir stark korrelierte Elektronensysteme [22].
Die Yang-Baxter-Struktur erlaubt einerseits in vielen Fillen eine explizite Berechnung
der Zustandssumme im thermodynamischen Limes und andererseits eine Klassifikation
des auftretenden Spektrums iiber die Darstellungstheorie der assoziierten Hopfalgebren.
Dafl Quantenfeldtheorien und statistische Physik in diesem Zusammenhang gemeinsam
auftreten, ist nicht verwunderlich, da es eine starke Korrespondenz von statistischen Mo-
dellen an kritischen Punkten und konformen wie massiven Feldtheorien gibt. So ist die
Zustandssumme eines Vertexmodells eng mit dem Pfadintegral einer euklidischen Quan-
tenfeldtheorie auf dem Gitter verbunden. Die Uberschneidungen beider Gebiete gehen
sogar so weit, da} es moglich ist, mit dem thermodynamischen Bethe Ansatz die zentrale
Ladung einer konformen Quantenfeldtheorie zu berechnen [23].

Da die Yang-Baxter-Gleichung reichhaltige Strukturen bereitstellt und die Probleme
der Quantisierung inklusive der Renormierung etc. vollstindig vermieden werden, ist es
sinnvoll, den Blickpunkt zu wechseln und integrable Modelle der Quantenfeldtheorie nicht
mehr iiber Lagrange-Dichten zu definieren, sondern durch die Konstruktion einer S-Matrix
zu klassifizieren, die sowohl die Yang-Baxter-Gleichung erfiillt als auch die quantenfeld-
theoretisch notwendigen Eigenschaften wie Unitaritit, Lorentzinvarianz und Crossing-
Symmetrie'. Weitere Eingangsgréfen sind das Teilchenspektrum und die Beziehungen
der jeweiligen Teilchen untereinander, also grob gesprochen jede Art von Symmetrien.
Man erhilt daraus ein System von Funktionalgleichungen, zu dem eine Losung gefunden
werden muf}. Diese Vorgehensweise wurde in den 70er Jahren entwickelt und ist unter dem
Namen Bootstrap-Programm bekannt [24, 25]. Fiir integrable Modelle in 1 + 1 Dimen-
sionen ist dieses Programm wesentlich erfolgreicher als dasjenige, das in den 60er Jahren
urspriinglich fiir 3+ 1 Dimensionen in der Teilchenphysik ausgearbeitet wurde [26, 27]. So
lieflen sich mit Hilfe des Bootstrap-Verfahrens in 1+1 Dimensionen die exakten S-Matrizen
vieler wichtiger Modelle — unter anderem die des Sinus-Gordon-Modells und des massiven
Thirring-Modells [28] — explizit angeben, die auf anderen Wegen nicht zu bestimmen wa-
ren. Dabei stellte sich zum Beispiel heraus, daf die Vermutung iiber die Aquivalenz dieser
beiden Modelle zutrifft, die Coleman 1975 storungstheoretisch begriindet hatte [29]. Die
Verbindung zu Theorien, die in der Lagrange-Formulierung gegeben sind, muf} indirekt
erfolgen, da im Bootstrap-Bild nicht die Felder, sondern die Zusténde die primiren Ob-
jekte sind. Die Identifikation kann zum Beispiel iiber Stérungsentwicklungen sowie den

!Eine gegebene Lagrange-Dichte eines klassischen integrablen Modells garantiert wegen der Moglich-
keit von Anomalien noch nicht die Integrabilitit des Quanten-Modells. Diese miifite erst {iberpriift wer-
den, was ein auflerordentlich schwieriges Unterfangen ist. Andererseits kann man Integrabilitit geradezu
dadurch definieren, dafl die S-Matrix die drei oben genannten Eigenschaften besitzt, also insbesondere
faktorisiert und die Yang-Baxter-Gleichung erfiillt.
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Vergleich des Teilchenspektrums und des asymptotischen Verhaltens geschehen.

Beschreibt die S-Matrix Si2(612) (612 = 61 — 609) die Streuung zweier Teilchen 1
und 2 mit den Rapiditéiten 0,6 und ist 2 das Antiteilchen zu 2, so haben die S-Matrix-
Gleichungen die Form
(1) Unitaritat: 512(012)512(912) =1.

(ii) Crossing-Relation: S12(012) = S51(im — b12).

(111) Yang—Baxter—Gleichung: 512(012)513(013)523(923) = 523 (923)513(013)512 (912).
(iv) Bootstrap-Gleichung: 5(12)3(0(12)3)77g?) = 77%2)513(913)523(923)|012:9g2).
Die im letzten Punkt auftretenden, urspriinglich in [30] eingefiihrten ,Intertwiner 77%2)
beschreiben die ,,Fusion® der Teilchen 1,2 zu einem gebundenen Zustand (12). Thre Struk-
tur steht in engem Zusammenhang mit der Yang-Baxter-Algebra, die dem Modell zugrun-
de liegt. Sie konnen aufgefafit werden als ,, Yang-Baxter“-Verallgemeinerung von herkémm-
lichen Clebsch-Gordon-Koeffizienten, die bei der Zerlegung von Produktdarstellungen von
Lie-Gruppen relevant sind. Die Bootstrap-Gleichung ist daher nur bis auf eine Phase be-
stimmt. In Kapitel 1 werden die Grundlagen der Streuung in integrablen Modellen in
1 + 1 Dimensionen genauer ausgefiihrt. Anschlieflend wird in Kapitel 3 das Bootstrap-
Programm am Beispiel von Z(N)-Ising- und Sinus-Gordon-Modell eingehender vorge-
stellt.

Eine Quantenfeldtheorie gilt als vollstdndig gelost, wenn sdmtliche Korrelationsfunk-
tionen, d.h. Vakuumerwartungswerte von Produkten von Feldern, bekannt sind. Das
Bootstrap-Bild hat wie schon erwihnt das Problem, dafl Operatoren nachgeordnete Ob-
jekte und auBerdem Korrelationsfunktionen Off-Shell-Gréfen sind, wihrend die S-Matrix
eine On-Shell-Grofle ist. Hier kommen die Formfaktoren ins Spiel. Die urspriingliche De-
finition von Formfaktoren in der Elementarteilchenphysik bezieht sich auf die Streuung
von Teilchen in externen Feldern? (vgl. Lamb-Shift, anomales magnetisches Moment, ...).
Dabei treten Einteilchenerwartungswerte

0'|7" (=) Ip)

des zugehorigen Stromes j#(x) auf. Aus Griinden der Lorentzinvarianz und anderer Sym-
metrien [31] gilt fiir skalare Teilchen mit einer reellen Funktion F’

q

I\ ik — ' =PI 115 —pi-p___ T
P'l5"(x)lp) = e P'5*(0)lp) = e (232 20y

(p' +p)F(t),

wobei die Ladung ¢ iiber Q[p) = [ d®xj°(x)|p) = q|p) gegeben ist, d.h. F besitzt die Nor-
mierung F'(0) = 1. Als unabhiingige Variable wurde der Skalar ¢t = (p' —p)? = —2m?—2p'p
gewihlt. Allgemein beschreibt die Fouriertransformierte von F'im Ortsraum die Ladungs-
verteilung im Teilchen [31], weshalb die Funktion F' als Formfaktor bezeichnet wird. Han-
delt es sich bei j#(z) um den elektromagnetischen Strom, so wird F'(¢) elektromagnetischer

Formfaktor genannt. Im Falle von Spin—%—Teilchen tritt noch ein weiterer reeller Form-
faktor G(t) auf, wobei hier F'(0) + G(0) = 1 gilt. Mit diesen Funktionen 1a8t sich dann

’Diese Darstellung orientiert sich am Buch von S. Weinberg [8]. Weitere Einzelheiten sind dort zu
finden.
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neben der Ladungsverteilung auch das magnetische Moment beschreiben (siehe [8]). Es
gilt p = %ﬁ)), was fiir F(0) = 1, d.h. ohne Strahlungskorrekturen, dem Resultat von
Dirac entspricht® und in allen anderen Fillen ein anomales magnetisches Moment liefert.
Diese Vorhersagen gehdren zu den experimentell am genauesten verifizierten Aussagen
der Physik.

In dieser Arbeit wird ein etwas allgemeinerer Rahmen gewéhlt als der eben beschrie-
bene. Die verallgemeinerten Formfaktoren eines lokalen Operators O(z) sind definiert als

die Matrixelemente
FO({pi})e "=i"" = (0|O(x)|p1, -+, pu)™,

wobei der Exponentialfaktor wegen der Translationsinvarianz die vollstindige Orts-
abhéngigkeit des Matrixelementes wiedergibt. Da sich durch sogenannte Crossing-
Relationen [31], die in der Storungstheorie und im LSZ-Formalismus gelten, eventuell dort
vorhandene Teilchen von der Bra-Seite auf die Ket-Seite wechseln lassen, kénnen durch
die verallgemeinerten Formfaktoren beliebige Matrixelemente der Form (out|O(x)|in) be-
schrieben werden. So gilt zum Beispiel fiir {p;} N {¢;} = 0 formal
Nms - @iO@) |1, o)™ = OlO@)] = Gy -+ =1, 21,7+ )™

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist dabei als analytische Fortsetzung des physikalischen
Matrixelements (0|O(z)|Gm,*** ,q1,P1, "+ , Pn)™ auf negative Energien zu verstehen. Fiir
beliebige Matrixelemente gelten kompliziertere Crossing-Formeln, in denen weitere Sum-
manden mit J-Funktionen der Impulse auftreten. Fiir eine genauere Diskussion sei auf
Kapitel 2 verwiesen.

Sind alle verallgemeinerten Formfaktoren bekannt, kénnen im Prinzip die Korrela-
tionsfunktionen berechnet werden. Durch Einschieben eines vollstindigen Systems von
Zwischenzustinden erhélt man fiir einen hermiteschen Operator O zum Beispiel

©O@Ow) =3 - / D B S O () (1)

4wy, 4drwg,

Analoge Formeln kénnen gefunden werden, falls der Operator nicht hermitesch ist oder
der Erwartungswert eines Produktes von mehreren, moglicherweise auch verschiedenen
Operatoren zu bestimmen ist. In integrablen Modellen in 1 + 1 Dimensionen lassen sich
Hilfsfunktionen, die sogenannten rapiditdtsabhingigen Formfaktoren

fo(ala e 7an)a

einfiihren, die fiir ay > -+ > «a,, mit dem oben angegebenen physikalischen Matrixele-
ment iibereinstimmen und fiir andere Ordnungen der Rapiditéiten « analytische Fortset-
zungen desselben darstellen. Fiir die Einzelheiten sei auf Kapitel 2 verwiesen. Basierend
auf Uberlegungen von M. Karowski und P. Weisz konnte aus allgemeinen quantenfeld-
theoretischen Uberlegungen ein System exakter Funktionalgleichungen fiir die rapiditéts-
abhéingigen Formfaktoren hergeleitet werden [32]. Diese gliedern sich im wesentlichen in
vier Teile und machen Aussagen zu

3Das vorher Unverstandene war der Faktor %!
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(i) dem Verhalten bei analytischer Fortsetzung auf unphysikalische Werte der Rapi-
ditédten, d.h. bei der Vertauschung zweier Argumente. Dies ist durch die sogenannte
Watson-Gleichung gegeben:

fOO, - 10,05, ,0,) = fO(0r, -~ ,0;,6i, - ,0,)S(0; — 6;).

(ii) dem Verhalten bei zyklischer Vertauschung der Argumente:

fo(gla"' 7972) = f0(027“' 7972701 _27/71-)

(iii) der Polstruktur in bezug auf kinematische Pole. Das Residuum an einem solchen Pol
verkniipft den Formfaktor mit einem anderen, der zwei Teilchen weniger enthélt:

271 Resof(91 + iﬂ', 92, fee 7971) = —47Tf(93, v ,gn)(l - S(Hgn) tee 5(923))

O12=

(iv) der Polstruktur in bezug auf Pole, die von gebundenen Zustinden herriihren. Das
Residuum verkniipft den Formfaktor hier mit einem Formfaktor, der ein Teilchen
weniger enthélt:

2 Res  f(01,--,00) = 2miv/2f (Ou2), -+, On) s .
912924-6‘5;2)

Alle diese Funktionalgleichungen werden in Kapitel 2 hergeleitet und ausfiihrlich disku-
tiert. In der letzten Gleichung treten wie schon bei den S-Matrix-Gleichungen die Intertwi-
ner 77%2) auf, mit denen die Fusion zweier Teilchen beschrieben wird. Sind die Phasen dort
festgelegt worden, so sind sie hier nicht mehr frei wihlbar. In anderen Worten: Es muf}
darauf geachtet werden, dafi die S-Matrix- und die Formfaktorgleichungen, die gebundene
Zustande beschreiben, kompatibel sind. In dieser Arbeit wird erstmals ein vollstindiges
System von Phasenkonventionen vorgeschlagen, das besonders einfache Formeln zur Folge
hat und sich auf einfache Art und Weise graphisch interpretieren l&83t.

Wie schon beim Ubergang von der Lagrange-Formulierung zum Bootstrap-Bild ist es
auch jetzt zweckméfig, den Blickwinkel zu dndern und diese Formfaktorgleichungen gewis-
sermaflen als ,axiomatische Grundlage®“ der betrachteten integrablen Quantenfeldtheorie
anzusehen. Sind die rapiditdtsabhéngigen Formfaktoren erst einmal bekannt, lassen sich
wie schon im Fall der normalen Formfaktoren die Korrelationsfunktionen berechnen, so
daf} die Formfaktoren als gleichermaflen fundamentale Objekte angesehen werden kénnen.
Diese Betrachtungsweise fiihrt auf das sogenannte Formfaktorprogramm [24, 32].

In Ergénzung zum Bootstrap-Programm wird im Formfaktor-Programm versucht,
Losungen zu den oben erwihnten Formfaktorgleichungen zu finden und diese anschlie-
Bend bestimmten Operatoren zuzuordnen. Dies kann wie zuvor bei der S-Matrix wieder
indirekt iiber stérungstheoretische oder asymptotische Entwicklungen geschehen. Lange
Zeit war es nicht moglich, allgemeine Losungen der Formfaktorgleichungen oder wenig-
stens ein Konstruktionsschema anzugeben, so dafl nur Formfaktoren bekannt waren, die
wenige Teilchen beschreiben. Damit wire es selbstverstdndlich nicht moéglich gewesen,
exakte Korrelationsfunktionen anzugeben. Inzwischen steht mit dem sogenannten Off-
Shell Bethe Ansatz jedoch eine leistungsfahige Methode zur Verfiigung, mit deren Hilfe
fiir das Sinus-Gordon-Modell Formfaktoren beliebiger Ordnung fiir die wichtigsten Ope-
ratoren bestimmt worden sind [14]. Das Formfaktor-Programm ist somit prinzipiell in
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der Lage, exakte Aussagen fiir integrable niederdimensionale Modellsysteme zu machen.
Die Bedeutung dieser Tatsache liegt in drei Bereichen. Zum einen erhofft man sich, ein
tieferes Versténdnis fiir die Quantenfeldtheorie im allgemeinen zu gewinnen (z.B. Quark-
Confinement) und bislang unbekannte Effekte zu finden, die dann auch in realistischeren
Modellen gezielt gesucht und untersucht werden kénnen. Zum anderen ist es moglich, an-
hand der exakten Ergebnisse die numerischen Verfahren zu testen, die verwendet werden,
um Vorhersagen insbesondere aus der Quantenchromodynamik zu erhalten, die bekannt-
lich nicht stérungstheoretisch behandelt werden kann. Ein numerischer Vergleich der Rei-
henentwicklung fiir Zwei- und Vierpunkt-Korrelationsfunktionen mit Gitterberechnungen
zeigt fiir das O(3)-symmetrische nichtlineare o-Modell, das wie schon erwéhnt ein nie-
derdimensionales Modell fiir die Quantenchromodynamik ist, eine sehr gute Ubereinstim-
mung der Ergebnisse (siehe [33] und [34]). Insbesondere wurde auch festgestellt, daf§ die
Reihenentwicklung (1) sehr schnell konvergiert und ohne grofien Fehler bereits nach Form-
faktoren mit wenigen Teilchen abgebrochen werden kann. Eine dritte Anwendung betrifft
Untersuchungen von Modellen der statistischen Physik. So gab es zum Beispiel im letzten
Jahr Veroffentlichungen mit dem Ansatz, die sogenannten Nanorohrchen — also idealisiert
zweidimensionale Objekte — aus Kohlenstoffatomen mit einem Modell in Verbindung zu
bringen, in dem zwei Hubbard-Modelle schwach gekoppelt werden [35, 36, 37]. Mit Hilfe
von Formfaktoren konnten so theoretische Vorhersagen fiir die optische Leitfihigkeit, die
Spektralfunktion und die Zustandsdichte abgeleitet werden.

Es stellt sich naturgemafl die Frage, ob die Formfaktorgleichungen vollstindig sind
oder ob es weitere Gleichungen gibt, die das Verhalten der Formfaktoren bestimmen
und bisher nur noch nicht bekannt sind. Die numerischen Ergebnisse, die sehr gut mit
Computersimulationen iibereinstimmen, sind ein erster Hinweis auf die Vollstindigkeit.
Allerdings gibt es zum einen noch nicht sehr viele dieser Vergleiche, da die wenigsten
Modelle schon gelést worden sind, und zum anderen wire eine allgemeine theoretische
Begriindung sehr viel befriedigender. Eines der wichtigsten Merkmale einer Quantenfeld-
theorie ist die Lokalitdt. In der Operatorsprache bedeutet das, daf} fiir zwei raumartig
getrennte Raum-Zeit-Punkte x und y bosonische Felder die Kommutatorbeziehung

[O1(2), O2(y)] = 0 (2)

erfiillen miissen. Anschaulich hingt das damit zusammen, daf} es fiir einen raumartigen
Abstand x — y ein Bezugssystem gibt, in dem die Ereignisse z und y gleichzeitig, aber
an verschiedenen Orten stattfinden, so dafl das Geschehen am einen Ort das am anderen
Ort nicht beeinflussen kénnen sollte. Es ist alles andere als selbstverstindlich, dafl die
Formfaktorgleichungen in Verbindung mit dem Bootstrap-Bild diese Lokalitit implizie-
ren. 1993 hat F. A. Smirnov in seinem Buch [16] gezeigt, daf sie im Falle eines Modells,
das keine gebundenen Zustéinde besitzt, in der Tat ausreichen, um fiir bosonische Felder
die Lokalitdtsbeziehung (2) zu gewihrleisten. Der Beweis enthilt allerdings einige Vorzei-
chenfehler. Unter Verwendung der Zamolodchikov-Algebra [38] konnte Lashkevich 1994
das Kommutativititstheorems auf einem alternativen Weg beweisen, der zwar auch fiir
antikommutierende Felder gilt, jedoch auf Modelle mit diagonalen S-Matrizen und ohne
gebundene Zusténde beschrénkt ist [39]. Bisher ist zudem fiir nichtdiagonale S-Matrizen
die Existenz der entsprechenden Zamolodchikov-Algebra noch nicht gesichert, so daf} es
zu diesem Zeitpunkt nicht sinnvoll erscheint, diesen Weg weiterzuverfolgen. Liefle sich
jedoch der Beweis von Smirnov korrigieren und auflerdem auf Modelle mit gebundenen
Zusténden fortsetzen, wire dies ein starker theoretischer Hinweis auf die Vollstindigkeit
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der S-Matrix- und Formfaktorgleichungen.

Hier setzt die vorliegende Diplomarbeit an, deren wesentliche Ergebnisse im folgenden
zusammengefaflit werden. Zum einen wird gezeigt, dafl der Beweis von Smirnov seine
Giiltigkeit behilt, wenn einige falsche Formeln* in seinem Buch durch andere ersetzt
werden, die in den Kapiteln 2 und 4 hergeleitet werden. Andererseits konnte ich den
Beweis innerhalb des von Smirnov aufgezeigten Rahmens — wenngleich auch mit anderen
Uberlegungen und Techniken — auf Modelle mit gebundenen Zustéinden verallgemeinern.
Dazu wurde eine konkrete Formulierung des Bootstrap-Bildes entwickelt, die optimal die
enge Verkniipfung zwischen den S-Matrix- und den Formfaktorgleichungen beschreibt.

Die beiden Beweise sollen jetzt kurz skizziert werden. Der grundlegende Schritt besteht
darin, Matrixelemente des Kommutators [O;(z), Os(y)] mit in-Zusténden zu betrachten
und fiir diese eine Darstellung zu finden, in der ausschliefllich rapiditdtsabhéngige Form-
faktoren auftreten. Analog zu (1) geschieht das durch Einfiigen eines vollstindigen Sy-
stems von in-Zustinden. Man erhilt so in einem ersten Schritt die Gleichung®

in<ﬂm7"' 7ﬂl|01( ) ( )|O[1,"' 7an>in
d d o :
- Z l'/ = ,Ylm<ﬂm" o ’51|01(x)|71" o ’%>m'm<%a' e 771|O2(y)|a17 T aan>m-

Um die Verbindung zu den rapiditdtsabhingigen Formfaktoren herzustellen, miissen nun
allgemeine Crossing-Relationen verwendet werden. An dieser Stelle liegt der Fehler in
Smirnov’s Beweis: Die von ihm verwendeten Beziehungen, die er ohne jeden Beweis po-
stuliert, sind schon in den einfachsten Féllen offenkundig falsch. Ein wichtiger Bestandteil
meiner Arbeit war daher, eine allgemeine Crossing-Relation zu finden und zu beweisen.
Fiir die Formfaktoren F' 148t sich leicht eine solche Formel angeben. Das Problem besteht
darin, diese Formel auf die Funktionen f zu iibertragen, die nur fiir bestimmte Ordnungen
ihrer Argumente mit den F’s iibereinstimmen. Mit Hilfe des LSZ-Formalismus ist es mir
gelungen, die speziellen Crossing-Relationen

m(ﬁma e 761|O(1‘)|O‘17 T, Qp > |anal cont. f (617 U 7ﬁm|a17 e ,Otn)
= 2475(51 - Olz')fo(ﬁm v Bl Gy ) S(on — ) - S(aior — i)
i=1
+fo(ﬂ27"' 7ﬂm|ﬂl +i7T—iO,CY1,"' Jan)
n
= Zfo(ﬁla s Bt e Gy )4 (B — ) S (e — o) -+ S — i)

+ fo(ﬂla U 7ﬂm71|a17 U aamﬂm —am +ZO)
herzuleiten. Uber vollstindige Induktion war es mir damit zudem moglich, eine allgemeine
Crossing-Formel zu beweisen, die in einigen Vorzeichen nicht mit der von Smirnov ver-
wendeten iibereinstimmt. Die Formel besagt im Prinzip, daf ein beliebiges Matrixelement

einschliellich aller nichtzusammenhéngenden Beitrége sich durch analytische Fortsetzun-
gen von Matrixelementen ausdriicken 148t, bei denen sédmtliche Teilchen auf einer Seite

4Eine genauere Darstellung ist in Anhang D.1 zu finden.
5Statt Impulsen werden Rapidititen verwendet und die anderen Quantenzahlen der Ubersichtlichkeit
wegen weggelassen!



15

des Operators stehen. Dabei miissen fiir jeden Summanden unterschiedliche S-Matrizen
beriicksichtigt werden. In einem Exkurs in Kapitel 2 wird gezeigt, daf} sich die gleiche
allgemeine Crossing-Relation auch mit Hilfe des Ansatzes von Lashkevich [39] und der
Zamolodchikov-Algebra beweisen 148t und in kanonischer Art und Weise auf eine graphi-
sche Interpretation fiithrt. Auch dies ist meiner Kenntnis nach vorher noch nicht bekannt
gewesen.

Es existieren zwei unterschiedliche Versionen der Crossing-Formel. Daher
gibt es insgesamt vier verschiedene Moglichkeiten, die beiden Matrixelemente
By B0 (@) |1, -+ v)™ und Py, - 71| O(y) |, -+, )™ durch rapiditiits-
abhéngige Formfaktoren darzustellen. Eine fiir unsere Zwecke besonders niitzliche Darstel-
lung erhilt man, indem man analog zum Vorgehen von Smirnov in der Reihenentwicklung
fiir Zn(ﬂma T 751|01(x)02(y)|a17 T 7an>m bzw. m<ﬂma T 751|O2(y)01(x)|a11 T ,an>in
nach Ausnutzung der Translationsinvarianz und Abseparation der Ortsabhingigkeit
die Matrixelemente, die O(0) enthalten, durch eine der beiden Crossing-Relationen
ausdriickt und analog diejenigen mit O5(0) durch die andere. Dabei stellt sich heraus, daf}
die Darstellungen beziiglich O;(z)Os(y) unter Verwendung der Yang-Baxter-Gleichung,
der Unitaritdt und der Crossing-Symmetrie fiir die S-Matrix und der Watson-Gleichung
fiir die Formfaktoren in die von Os(y)O;(z) iibergehen, wenn man die Rapidititen
der Zwischenzustinde um —im verschiebt. Wegen der Integration iiber die Rapidititen
der Zwischenzustinde ist dies dquivalent zu der Verschiebung der Integrationswege der
Integrale. Dabei miissen alle Pole des Integranden beriicksichtigt werden, die Beitrige
zum Residuensatz liefern. In Modellen ohne gebundene Zustédnde treten bei der oben
gewahlten Darstellung, bei denen die kinematischen Pole gerade oberhalb des Ausgangs-
bzw. unterhalb des Zielintegrationswegs liegen, keine Residuenbeitrige auf, so dafl die
Lokalitdt hier gewéhrleistet ist. Dies ist fiir Modelle mit gebundenen Zusténden nicht
mehr der Fall. Dort haben einerseits die Formfaktoren zusétzliche Pole, die gebunde-
nen Zustdnden entsprechen, und andererseits treten in den nichtzusammenhé&ngenden
Anteilen ebensolche Pole der S-Matrizen auf. Offensichtlich ist es fiir die Giiltigkeit der
Lokalitdt notwendig und hinreichend, dafl diese unerwiinschten Residuenbeitrige sich
insgesamt gegenseitig auftheben. Da die Formeln, die verwendet werden miissen, in den
meisten Féllen sehr uniibersichtlich sind, bestand ein wichtiger Teil meiner Arbeit in
der Weiterentwicklung und konsequenten Anwendung von graphischen Methoden zur
Veranschaulichung der Sachverhalte und Skizzierung der Beweise.

Gilt {a;} N {B;} = 0, d.h. sind keine nichtzusammenhéingenden Anteile vorhanden,
148t sich verh&ltnisméfBig einfach zu jedem Residuenbeitrag des einen Formfaktors ein
Residuenbeitrag beim anderen finden, so daf§ ihre Summe gerade verschwindet. Um das
zu zeigen, miissen simtliche S-Matrix- und Formfaktorgleichungen herangezogen werden.
Bei der Durchfiihrung des Beweises wurde fiir das Sinus-Gordon-Modell ein bislang un-
bekannter Fusionsprozefl postuliert, der fiir die Konsistenz unbedingt notwendig ist. Eine
anschliefende genauere Analyse des Modells ergab die tatséchliche Existenz dieses Pro-
zesses. Wesentlich uniibersichtlicher und schwieriger wird der Beweis der Lokalitét, falls
nichtzusammenhéngende Anteile vorhanden sind, da hier nicht nur die Formfaktoren, son-
dern auch die S-Matrizen Pole aufweisen. Es wird gezeigt, daf} in diesem Fall Residuenbei-
trige von zwei verschiedenen Polen und insgesamt jeweils neun Summanden herangezogen
werden miissen, die sich dann gegenseitig wegheben. Das Problem bestand insbesonde-
re darin, Kompensationen fiir die nichtzusammenh#ngenden Beitrige der S-Matrizen zu
finden, da diese sich in der Regel nicht gegenseitig wegsummieren. Die Losung ist, dafl
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einige der anderen Beitréige, bei denen zwei Teilchen in den gleichen Formfaktor einlaufen,
als Randwerte von analytischen Funktionen einen versteckten nichtzusammenhéngenden
Anteil besitzen, der sich erst nach Anwendung der Formel —— = £ F ir§(z) [40] offen-
bart. Fafit man zwei dieser Beitrige zusammen, so kompensieren sie gerade einen Beitrag,
der von den S-Matrizen herriihrt. Bei der Zerlegung in Hauptwert- und singuldren Anteil
zusitzlich auftretende nichtzusammenhéngende Beitrége fallen bei der Residuumsbildung
weg. Der vollstindige Beweis ist in Kapitel 4 angegeben.

Um den Beweis zu vereinfachen wurden die S-Matrix- und Formfaktor-Gleichungen,
die bisher in allen mir bekannten Arbeiten jede fiir sich standen, derart angepaft, dafl
eine moglichst kanonische Formulierung des Wechselspiels beider Gleichungssysteme er-
reicht wurde. Dies war moglich, da die Gleichungen, die gebundene Zusténde beschreiben,
nur bis auf Phasen festgelegt sind, was der Freiheit entspricht, eine beliebige Phase fiir
diese Zustinde zu wéhlen. Gleichzeitig wurde Wert darauf gelegt, daf} die Gleichungen
eine in sich konsistente graphische Darstellung besitzen. Das bedeutet, dafl alle Bewei-
se weitgehend graphisch veranschaulicht werden kénnen. Der oben beschriebene Beweis
der Lokalitét gilt fiir alle Modelle, die sich durch die hier verwendeten S-Matrix- und
Formfaktorgleichungen beschreiben lassen. Fiir das Z(N)-Ising und das Sinus-Gordon-
Modell werden in Kapitel 3 explizit S-Matrizen und Phasenkonventionen angegeben, die
den angepafiten Bootstrap-Gleichungen geniigen, so daf§ fiir diese Modelle die Lokalitit
explizit bewiesen wird. Bei anderen Modellen muf§ gegebenenfalls eine geeignete Phasen-
konvention gefunden werden. Insgesamt ist der hier erbrachte Beweis der Lokalitéit ein
sehr starker Hinweis auf die innere Abgeschlossenheit der Formfaktorgleichungen und des
Bootstrap-Bildes.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im ersten Kapitel werden die Grund-
lagen relativistischer Streutheorie in integrablen Modellen der Quantenfeldtheorie in
1+ 1 Dimensionen vorgestellt und im Anschlufl daran alle Gleichungen zusammengefaft,
die die S-Matrix beschreiben. Das zweite Kapitel enthilt die genaue Definition von verall-
gemeinerten und rapiditdtsabhingigen Formfaktoren. Auflerdem werden sémtliche Form-
faktorgleichungen und insbesondere eine allgemeine Crossing-Relation hergeleitet und als
Ausgangspunkt des Formfaktorprogramms in einer Ubersicht zusammengestellt. Erfiillt
ein Modell die S-Matrix- und die Formfaktorgleichungen so soll von der Giiltigkeit des
Bootstrap-Bildes gesprochen werden. Ein kleiner Exkurs widmet sich dem Zusammen-
hang der Zamolodchikov-Algebra mit integrablen Modellen und liefert iiber eine weitere
Formalisierung eine sehr interessante anschauliche Interpretation der letzteren. Als Ne-
benprodukt wird ein alternativer Beweis der allgemeinen Crossing-Relation angegeben. Im
vierten Kapitel wird das Bootstrap-Programm am Beispiel des Z(N)-Ising- und des Sinus-
Gordon-Modells ausfiihrlich vorgestellt und zur Bestimmung der jeweiligen S-Matrizen
verwendet. Anschlielend wird gezeigt, dafl die so konstruierten S-Matrizen konsistent
sind mit dem Bootstrap-Bild. Der Beweis des oben skizzierten Kommutativitdtstheorems
ist im fiinften Kapitel zu finden.

In Kapitel 5 wird ein mathematisches Problem geldst, das in engem Zusammenhang
mit dem Formfaktorprogramm steht. Dazu wird ein sogenannter verschachtelter Off-Shell
Bethe Ansatz, mit dem im Sinus-Gordon-Modell die Formfaktoren bestimmt worden
sind [14], verwendet, um fiir eine supersymmetrische Matrixdifferenzengleichung, die in
engem Verhiltnis zu den beiden wichtigsten der Formfaktorgleichungen steht, Hochste-
Gewicht-Loésungen anzugeben. Damit ist zugleich eine gruppentheoretische Klassifikation
samtlicher Losungen moglich. Analoge Matrixdifferenzengleichungen wurden bereits fiir
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S-Matrizen untersucht, die mit den (Quanten-)Gruppen SU(N)-, U(N)- und U,[su(N)]
in Beziehung stehen [41, 42]. Ich habe die Uberlegungen auf die mit der gradierten® Lie-
Algebra spl(2,1) assoziierten S-Matrix des supersymmetrischen t-J-Modells [21, 22] —
einem Modell der statistischen Physik fiir die Hochtemperatur-Supraleitung — iibertra-
gen und gezeigt, daf} trotz der Supersymmetrie keine weiteren Komplikationen auftreten.
Zwar ist bisher noch kein Modell der Quantenfeldtheorie mit dieser S-Matrix in Verbin-
dung gebracht worden, aber davon unabhéngig ist das Ergebnis ein wichtiger Hinweis auf
die Universalitat des Off-Shell Bethe Ansatzes.

Der Off-Shell Bethe Ansatz ist eine Abwandlung des algebraischen Bethe Ansatzes
und geht auf H. Babujian zuriick [43, 44]. Mit ihm lassen sich zum Beispiel Korrelations-
funktionen berechnen und Matrix-Differenzengleichungen 16sen, wie sie in den Formfak-
torgleichungen auftreten. Mit einem Bethe Ansatz, der speziell auf die zugrundeliegende
Yang-Baxter-Struktur zugeschnitten ist, werden gewohnlich Eigenwertprobleme gelost.
Bei der Anwendung der Operators auf den Ansatzvektor entstehen neben einem Vek-
tor, der proportional zum Ursprungsvektor ist, auch unerwiinschte Terme, die sich aus
der Yang-Baxter-Struktur berechnen lassen. Der algebraische Bethe Ansatzvektor enthilt
freie Parameter, die so gewéhlt werden kénnen, dafl die unerwiinschten Terme verschwin-
den und der Bethe Ansatzvektor das Eigenwertproblem 16st. In diesem Zusammenhang
treten also immer Bethe Ansatzgleichungen auf, die es zu 16sen gilt. Im Gegensatz dazu
enthélt der Off-Shell Bethe Ansatzvektor von vornherein zusétzlich zur Vektorstruktur
auch Funktionen, die bestimmten Funktionalgleichungen geniigen. Auflerdem findet eine
Summation oder Integration iiber einige der dort enthaltenen Variablen statt. Die un-
erwiinschten Terme verschwinden hier nicht durch die Wahl bestimmter Parameter, also
der Spezifizierung des On-Shell Verhaltens, sondern erst nach der Summation bzw. Inte-
gration. Zur Vertiefung der Thematik von Bethe Anséitzen und deren Bedeutung in der
statistischen Physik sei auf vorhandene Literatur verwiesen [11, 15, 17, 18, 45].

Die Kapitel 1-3 enthalten im wesentlichen Zusammenfassungen bekannter Resultate
und Formeln, die fiir die Darstellung der eigenen Ergebnisse von Bedeutung sind. Letzte-
re sind in den Kapiteln 4 (Beweis der Lokalitdt) und 5 (Losung der supersymmetrischen
Matrixdifferenzengleichung) aufgefiihrt. Dariiber hinaus enthalten auch die ersten Kapitel
an einigen Stellen neue Resultate. So sind in den Kapiteln 1 und 2 Modifikationen der
bekannten S-Matrix- und Formfaktorgleichungen vorgestellt worden, die von den Phasen-
konventionen optimal aufeinander abgestimmt sind. Ein weiteres Ergebnis ist der Beweis
der Existenz eines bisher nicht in der Literatur diskutierten Fusionsprozesses im Sinus-
Gordon-Modell in Kapitel 3.

Es ist beabsichtigt, die Ergebnisse zur Lokalitdt und zur Matrixdifferenzengleichung
zur Veroffentlichung bei Fachzeitschriften einzureichen. Aulerdem sollen die Untersuchun-
gen beriiglich der Matrixdifferenzengleichung auf den g-deformierten Fall fortgesetzt wer-
den.

6Grob gesprochen beinhalten die definierenden Vertauschungsrelationen fiir die Generatoren einer
gradierten Lie-Algebra neben Kommutatoren auch Antikommutatoren. Hiufig verwendet man auch den
Terminus supersymmetrische Lie-Algebra.
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Kapitel 1

Streuung in integrablen Modellen
der Quantenfeldtheorie

1.1 Vorbemerkungen zur Notation

Im folgenden wird die quantenfeldtheoretische Standardnotation fiir die Metrik verwendet
werden:

1 0 0 O
0O -1 0 O
Ny = 00 ‘.. 0
0 0 0o -1

Wie in der Literatur iiblich werden die Einheiten so gewihlt, da} Lichtgeschwindigkeit
und Wirkungsquantum den Wert 2 = ¢ = 1 haben. Fiir das Skalarprodukt zweier Vek-
toren V,W wird die Schreibweise VW =V - W = V¥, verwendet, wobei gemifl der
Einsteinschen Summenkonvention iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird.

Alle betrachteten physikalischen Zustdnde werden durch die Anwendung von Impul-
serzeugungsoperatoren a! (1) aus dem (eindeutigen und unter der Poincare-Gruppe in-
varianten) Vakuum |0) generiert. Dabei wird die spezielle Schreibweise

((pry€1), (P €n)) = al,(B1) -+ al, (7)]0)
((Pn€n)s -5 (proe))| = (Olac,(p1) -+~ ac, (Pn)

verwendet. Die Normierung physikalischer Zustédnde soll in d 4+ 1 Raum-Zeit-Dimensionen
durch

(0 €)l(p, €)) = 6 2w5(2m) ' (5" — ) (1.1)

mit wy = /m2 4 p* festgelegt sein, was speziell in 1 + 1-dimensionalen Theorien von
Vorteil ist. Bei geladenen Feldern werden keine unterschiedlichen Symbole fiir Teilchen und
Antiteilchen verwendet, wie es stellenweise in der Literatur geschieht. Das Antiteilchen €
zu € wird durch den Operator a];(;ﬁ) erzeugt, so daf z.B. ein freies geladenes skalares Feld
mit den kanonischen gleichzeitigen (zo = zf,) Vertauschungsrelationen

[Be(2), 0L ()] = 80 d"(T — &)
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die Entwicklung

(z) :/(ﬂ< ~ikrq (F) + +ikxa];(lz))

2m) 42wy

besitzt. Es ist wichtig zu betonen, dafl in der gesamten Arbeit das Heisenbergbild verwen-
det werden wird, d.h. die Zeitabhingigkeit sitzt allein bei den Operatoren, die Zustéinde
sind hingegen zeitunabhéingig.

Wenn im weiteren von Impulsen gesprochen wird, sind immer die Impulse

p= (E,ﬁ),

inklusive der Energiekomponente gemeint. Freie Teilchen miissen auf der Massenschale
liegen, d.h. ihre Impulse miissen der Gleichung

P’ =p'py=E>—p* =m’ (1.2)

geniigen. Insbesondere ist stets E = p° = \/m2 + p> > 0. Man beachte, daB die oben
definierten Zustdnde mit Vierervektoren geschrieben wurden, d.h. dafl in der Nomen-
klatur neben den notwendigen rdumlichen Impulskoordinaten p auch die fiir physikalische
Zustande durch (1.2) festgelegte Energie auftritt. Dies wird sich spéter als niitzlich heraus-
stellen, wenn analytische Fortsetzungen von Matrixelementen betrachtet werden sollen.

1.2 Grundziige relativistischer Streutheorie

Die LSZ-Annahme [46, 47] besagt daB alle Felder ¢(x), die an einer Streuung beteiligte
Teilchen beschreiben, fiir z° — Foo im schwachen Limes gegen freie Felder konvergieren,
die sogenannten in-Felder ¢ (x) und die out-Felder ¢°“*(x). Der Hintergrund dieser Uber-
legung ist, dafl die Teilchen nicht miteinander wechselwirken, wenn sie geniigend groflen
Abstand haben, also lange Zeit vor dem Stoflprozefl bzw. lange Zeit danach. Es ist darum
moglich, zwei verschiedene Systeme von Zustéinden zu definieren, die jeweils den gesamten
Hilbertraum aufspannen.

Bezeichnen wie oben die Operatoren /™" () und ™" ()t die Entwicklungskoeffi-
zienten des in- bzw. out-Feldes nach Losungen der jeweiligen freien Wellengleichung, so
sind diese Zustéinde definiert iiber

[(pry€1)s s (Pay €)™ = al ™ (5)T - a2 (5,)T]0)
zn/out((pm en), L. ,(pl, 61)| — <0|am/out(ﬁ) . zn/out(ﬁ )
Das Bild
)
Pa Pd
Pc b
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von Teilchentrajektorien im Ortsraum soll nochmal deutlich machen, daf3 dieser konkrete
Prozef durch die Zustéinde |(pq, €4), (Pp, €)™ bzw. |(pe, €.), (P, €4))°* und in der Verallge-
meinerung dieses Bildes der gesamte Hilbertraum durch jedes der beiden Zustandssysteme
beschrieben werden kann.

Die S-Matrix (besser: der Streuoperator S ) ist definiert als derjenige (notwendigerweise
unitdre) Operator, der die Vektoren einer Orthonormalbasis von out-Zusténden in solche
einer Orthonormalbasis von in-Zustdnden iiberfiihrt:

out

|(p17 61)1 T (pn;Gn)>in = g|(pla 61)7 T (pmﬁn»

Die durch Adjugation gewonnene Bezichung (in| = (out|St zeigt, da$ die Matrixelemente
dieses Operators beziiglich der in-Basis folgendermaflen geschrieben werden kénnen

in

in<(qm,ym), . ,(Q1,V1)|S’|(p1’61)" e ;(pmén»
— out((qm, Vm)a SR (ql, y1)|(p1, 61), s ,(pn,ﬁn)>in.

Wir wollen hier im weiteren nur auf eine spezielle Klasse von Zweiteilchenstreuprozes-
sen eingehen, die im Hinblick auf Streutheorie in 1 + 1 Dimensionen wichtig ist. Der zu
betrachtende Streuprozef§ ist schematisch in der folgenden Abbildung dargestellt:

pc\ /pd

t-Kanal —

w1\

s-Kanal

Zwei Teilchen mit den Massen m, und m,;, sowie den Impulsen p, und p, mogen sich
aus dem Unendlichen anndhern und in Wechselwirkung treten. Dabei sollen wieder zwei
Teilchen mit den Massen m, und m, entstehen, die mit den Impulsen p. und p; im
Unendlichen verschwinden. Natiirlich mufl der Gesamtimpuls vor und nach der Streuung
der gleiche sein: p, + py = Pe + Pa.

Uber die folgenden Relationen kénnen die sogenannten Mandelstam-Variablen ein-
gefiihrt werden:

= (pa+pp)*> =m2+mi+2papy = (pe + pa)®> = m2 + m3 + 2p.pa,
t = (pa—pe)> =m2+m2—2p,p. = (pa — pp)* = Mm%+ mi — 2paps, (1.3)
u = (pa—pa)*=m2+mi—2p.ps = (pc — po)? = M2+ mj — 2p.py.

Sie gehéren zu den Prozessen
(i) a+b — ¢+ d (s-Kanal),
(ii) a +&— d + b (t-Kanal) bzw.
(iii) @ +d — ¢+ b (u-Kanal),

je nachdem aus welcher Richtung das Diagramm gelesen wird. Die Crossing-
Symmetrie [31] besagt, daB alle drei Prozesse durch verschiedene Randwerte einer einzigen
analytischen Funktion beschrieben werden. Genauer sind diese Randwerte gegeben durch



22 KAPITEL 1. STREUUNG IN INTEGRABLEN MODELLEN DER QFT

(i) s-Kanal: Re s > (m, +my)?, Im s = i0;
(ii) ¢-Kanal: Re t > (m, +m,)?, Im ¢t = i0;
(iii) u-Kanal: Re u > (m, + mg)?, Im u = 0.

Die Bedeutung der Crossing-Symmetrie liegt darin, dal man durch analytische Fortset-
zung der Amplitude des einen Prozesses zu denen der anderen gelangt. Dafl die Variablen
einen kleinen Imaginérteil haben miissen, folgt aus der Struktur der Propagatoren, also
zum Beispiel fiir skalare bzw. Spin—%—Teilchen

1 1

Ap(k) = — bzxw. Se(k) = (1.4)

k? —m? +i0
Unter Ausnutzung der Impulserhaltung ergibt sich die Identitét

—Pa
——
s+t+u:3m2+mg+mg+m3+2pa(pb—pc—pd):m2+mg+mg+m3,

so daf} nur zwei der drei Mandelstam-Variablen wirklich unabhéngig sind. Sie spielen eine
grofle Rolle bei der Beschreibung von Streuprozessen, da sie die einzigen auftretenden
dynamischen Parameter sind. Der Ubergang von s + i0 zu s — i0 entspricht dem Uber-
gang von avancierter zu retardierter Greens-Funktion oder — anders gesprochen — dem
Ubergang in — out. Dies hingt auch damit zusammen, daB die Zeitumkehr iiber einen
antiunitiren Operator dargestellt wird.

1.3 Streuung fiir integrable Modelle in 1 + 1 Dimen-
sionen

1.3.1 Rapidititen

In zwei Dimensionen ist die eine Komponente des Impulses p = (p°, p') iiber die Mas-
senschalenbedingung (1.2) direkt mit der anderen verkniipft. Es gibt daher die folgende
Moglichkeit, beide durch einen einzigen Parameter — die sogenannte Rapiditit 8 — zu
parametrisieren und damit die Massenschalenbedingung automatisch zu erfiillen:

p(#) =m (chf,shh).
Die Normierung von Zusténden (1.1) lautet dann

infout((p 1)|(q, €)™ = 2p°6 275 (pt — ¢*) = 4wY5(6; — 6,).

Aus der Gleichung p' \/— folgt nach elementarer Rechnung fiir die Geschwindigkeit v
des Teilchens die Beziehung

v =th. (1.5)

Wichtig an dieser Beziehung ist fiir spéitere Interpretationen im Zusammenhang mit ra-
pidititsgeordneten Zustinden (vgl. Abschnitt 2.4.2) die Folgerung 0; < 6, <= v; < vs.
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Abbildung 1.1: Analytizitdtsbereiche von s und #. Die Punkte kennzeichnen mogliche Pole
der S-Matrix.

Zusétzlich sollen schon an dieser Stelle einige Formeln festgehalten werden, die gelten,
wenn man die Rapiditit ins Komplexe fortsetzt, und die spiter noch wichtig werden. Mit
sh (i) = isinm = 0 und ch (ir) = cosm = —1 folgt aus den Additionstheoremen fiir ch
und sh die Gleichung

p(@+ir) = (ch(f+ir),sh(f+ir))
= (ch (#)ch (im) % sh (@)sh (ir), sh (9)ch (i) £ ch (A)sh (i))
= —(ch#,shf) = —p(H).

Die Mandelstamvariablen kénnen dann nach Anwendung einiger Additionstheoreme
fiir die hyperbolischen Funktionen in einfacher und symmetrischer Weise durch die ent-
sprechenden Rapiditéten «; (zu p;) ausgedriickt werden:

s = (pa+p)? =m2+mi+2maemy (chagch o, — sh ashay),
= m2+m; + 2mamych (ag — )

= (pa —pe)? = m2 +m? - 2p,p. = m2 +m? — 2mymech (o — ), (1.6)

u = (po— pd)2 = mi + mﬁ — 2PDapa = mz + m3 — 2mgmgch (o, — ).

1.3.2 Faktorisierung der S-Matrix und erste Folgerungen

Integrable Modelle in der Feldtheorie sind dadurch ausgezeichnet, daf} sie unendlich viele
Erhaltungsgrofien besitzen'. Dies hat drei weitreichende Konsequenzen (vgl. [10]):

1. Die S-Matrix faktorisiert, d.h. 148t sich als Produkt von Zweiteilchen-Streumatrizen
schreiben.

2. Die Teilchenzahl ist erhalten.
3. Die Impulse sind einzeln erhalten, nicht nur der Gesamtimpuls.

Die drei genannten Punkte rechtfertigen die in integrablen Modellen gebrauchliche
Schreibweise
|(p17 61)7 e (pna 6n)>ln = S(n)zl:; (pla e 7pn)|(p17 6,1)7 e (pna 6;;)>

! !
€]

= (U(n)s(n))ZLEn (pla e Jpn)|(pn7 621)7 e (pla 6Il)>(mt' (17)

'Das entspricht der Aussage, daf3 Systeme integrabel sind, wenn sie ebenso viele Erhaltungsgréfien wie
Freiheitsgrade besitzen. In Feldtheorien existieren unendlich viele Freiheitsgrade.

out
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Die Matrix o™ beriicksichtigt die Statistik der Teilchen bei der Vertauschung der Teil-
chen und ist das Produkt von allen Zweiteilchenmatrizen o, die fiir Fermion-Fermion-
Vertauschung den Wert —1 und in allen anderen Fillen den Wert +1 liefert. Dafl die
S-Matrix faktorisiert, bedeutet dann

o™ S (py, -+ pa) = [ [ o5 (1. py),

i<j

wobei das Produkt in einer bestimmten Reihenfolge zu nehmen ist (siehe [28]). Die oben
genannten Punkte und ihre Konsequenzen sollen jetzt nacheinander — angefangen mit
dem letzten — diskutiert werden.

1.3.3 Analytizitdtsbereiche der S-Matrix

Die Impulse seien einzeln erhalten. Es soll konkret angenommen werden, daf
Pa=Da (= aq =g, mg =my) und Do =De (= = my=m,).
Fiir die Mandelstamvariablen folgt daher nach (1.6) und mit 6, := @y — @ = . — ay

s = mz + mz + 2mamypch 04,
= m2+mp — 2mgmych g, = 2(m2 +m3) — s,
u = 0.

Diesen Beziehungen sind mehrere Folgerungen zu entnehmen:

(a) Von den drei Mandelstamvariablen ist nur noch eine frei wihlbar. Alle anderen
sind durch sie bestimmt. Wir wollen in Zukunft immer s als unabhingige Variable
verwenden.

(b) Zur Abkiirzung fiihren wir die Mengen M = {z|z > (m, + mp)*} und M~ =
{z|z < (mq — my)?} ein. Nach Abschnitt 1.2 gilt fiir physikalische Prozesse im s-
Kanal s € M* +i0 bzw. im t-Kanal s € M~ —i0 (& t € M* 4 40). Die erste
Bedingung ist nur erfiillbar? fiir € R, die zweite fiir # € R + 7.

(c) Der Bereich M™ wird zweimal von s iiberdeckt, wenn 6, die reellen Zahlen
durchlduft. Der physikalische Bereich im s-Kanal ist jedoch nur s € M* + 40, d.h.
nur der Bereich 6,, > 0 entspricht physikalischen Werten. Analoges gilt fiir den
t-Kanal.

Das eben gesagte ist in Abbildung 1.1 veranschaulicht. Wie die Nomenklatur dort
andeutet, wéihlen wir die Blitter so, dafl die Zuordnungen gelten, die in Tabelle 1.1 zu-
sammengestellt sind. Im physikalischen Bereich von s, muf§ die S-Matrix nach c¢) als
Funktion von |0,| bzw. im — |0,,| aufgefat werden. Die dargestellte s-Ebene mit den
Verzweigungsschnitten bei M* wird als physikalisches Blatt, der Streifen Im 6 € (0, )
als physikalischer Streifen bezeichnet. Im Fall von integrablen Modellen wird im weiteren
stets angenommen, dafl die S-Matrix ,,maximal analytisch® ist, d.h. alle Pole im physi-
kalischen Blatt sind physikalisch bedingt, insbesondere liegen sie isoliert. Es stellt sich

2Modulo der Periodizitit der ch-Funktion.
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Tabelle 1.1: Analytizitéitsbereiche in s- und #-Ebene und ihre Korrespondenz.

Bereich 0.,-Bereich s-Bereich
I O = 0] ERy < se MT+40
IT |0y =inr—|0p ER_+ir < se€ M —i0
III O = —10w] ER. & se€ M —i0
IV |Oyp=imr+|0u ER, +ir < s M +i0

die Frage, ob es konkrete Gleichungen gibt, die das Aussehen der analytisch fortgesetzten
S-Matrix beschreiben. Aufgrund der Hermitizitit des Hamiltonoperators ist die S-Matrix
reell analytisch. Dies besagt fiir einen physikalischen Prozef§ (also s € M™)

S(s — i0) = S(s +0) — S(~10w)) = S'(10]).

Im Zuge der analytischen Fortsetzung dieser Gleichung fiir alle Werte von # erhilt man
unter Ausnutzung der Unitaritdt die Relation

S(—0) = St(0) = SL(0).

Hierbei spielt die angenommene maximale Analytizitit eine wichtige Rolle, damit {iber-
haupt in einen geniigend grofien Bereich analytisch fortgesetzt werden kann.
Fiir Modelle mit Fermionen ist es sinnvoll, eine Hilfs-S-Matrix S zu definieren:

S(0) = 55(6). (1.8)

Offensichtlich hat sie die gleichen analytischen Eigenschaften wie die urspriingliche S-
Matrix, d.h. es gilt insbesondere S(—6) = S~'(#). In Gleichungen heben sich die o’s oft
heraus. Wenn keine MiBverstindnisse auftreten kénnen, soll auch diese Hilfs-S-Matrix S
kiirzer als S-Matrix bezeichnet werden, da spéter fast auschlielich sie Verwendung finden
wird.

1.3.4 Formalisierung und graphische Notation

Im Hinblick auf den Zusammenhang mit Quantengruppen und eine graphische Notation
soll in diesem Abschnitt ein etwas formalerer Zugang zur S-Matrix entwickelt werden.
Seien dazu fiir alle Indizes i die V* = CN Vektorrdume, die als Darstellungsriume fiir die
Teilchenmultipletts aufgefat werden. Wir definieren weiter den Raum V" = Vi®...®
V™. Der Raum V; sei der Dualraum zu V*. Es muBl betont werden, dafi zwei Riume V*
und V7 zwar isomorph sind, aber trotzdem unterschieden werden miissen, da in Zukunft
jedem dieser Rdume eindeutig eine Rapiditéit zugeordnet werden soll.
Die Hilfs-S-Matrix soll im weiteren als Operator

Si;(0) Vi@V — VigV

aufgefafit werden. Dabei wollen wir die graphische Notation

Vi B o

Sii(0; — 0;) = 9%1, S0 — 0928 = 9%1, (1.9)

Ve v a b
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verwenden, bei der jeder geraden Linie und damit jedem der Rdume eine Rapiditéit zuge-
ordnet ist. Uberkreuzen sich zwei Linien, symbolisiert dies eine S-Matrix mit der Diffe-
renz der Rapiditdten als Argument. Diese Interpretation ist nur moglich, da die Impulse
bzw. Rapiditédten einzeln erhalten bleiben. Spéter wird die S-Matrix SZJ als Operator im
Raum V1" aufgefaBt. Sie wirkt dann trivial auf allen Riumen ungleich V*, V7. Mit diesen
Festsetzungen besagt z.B. die Unitaritit

Si(0: — 0;)S5:(0; — 0:) = 1

Uber innere Linien wird dabei summiert!

1.3.5 Crossing-Symmetrie

In Abschnitt 1.2 haben wir festgestellt, da} die S-Matrix eine Symmetrie beziiglich der
Ersetzung Teilchen — Antiteilchen und der analytischen Fortsetzung s € M* +i0 —
s € M~ — 10 besitzt. Nach Abbildung 1.1 entspricht das in der #-Ebene fiir physikalische
Werte von 6, d.h. fiir # = |, — 6,| € R, , dem Ubergang § — im — 6. Anders gesprochen
geht man von Bereich T in Bereich IT iiber. Fiir physikalische Werte (§ € R, ) lautet die
Crossing-Relation im #-Raum in der alten Schreibweise

SI5(0) = Sl (im — 0) = S35 (im — 0).

Auch diese Relation setzen wir unter Ausnutzung der maximalen Analytizitit auf das
ganze physikalische Blatt fort. Um eine Formulierung in der neuen Notation zu erhalten,
fiihren wir die Ladungskonjugationsmatrizen

[Ci2],, = 0w und [C]" ="
ein®. Dann gilt
S12(012) = CPSy; (i — 012)Cap = CSy; (i — 012)Cry.

Verbindet man mit den Ladungskonjugationsmatrizen die graphische Notation
Lov
Cuw= ama—m Crr= aUa+i7r
JU )
so lassen sich die Crossing-Relationen darstellen iiber

X - 1X]-
1 2 12 12

*Die Ladungskonjugationsmatrizen kénnen auch komplizierter aussehen. Fiir die Modelle, die in dieser
Arbeit behandelt werden, ist diese Festsetzung jedoch korrekt.
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1.3.6 Die Yang-Baxter-Gleichung

Wie weiter oben bereits festgestellt wurde, bedeutet Faktorisierung der S-Matrix, daf§ sich
ein Streuprozefl von n Teilchen so darstellen 148t, dafl nacheinander jeweils zwei Teilchen
miteinander streuen. Die Reihenfolge der Streuungen ist dabei a priori nicht eindeutig
festgelegt ist. Betrachte zum Beispiel die folgenden zwei Diagramme ein und desselben
Streuprozesses:

oy 1, Ve
Vs Vi

V.
! Vo Vs ViV, . (1.10)

Daf} sie den gleichen Prozefl beschreiben, liegt an der Tatsache, dafl die Symmetrieope-
rationen, die mit den hoheren erhaltenen Ladungen der integrablen Theorie verbunden
sind, es erlauben, die Linien in der dargestellten Weise zu verschieben. In Formeln ausge-
schrieben bedeutet dies mit 8;; = 6; — 0;

SlQ (912)5’13 (913)323 (923) = SQ?) (923)5’13 (913)5’12 (912) .

Diese Gleichung ist als Yang-Baxter-Gleichung oder auch als ,star-triangle-relation be-
kannt. Es wurde vorher bereits festgestellt, dafl Faktorisierung die Existenz unendlich vie-
ler Erhaltungsgrofien sichert und damit die Integrabilitit des Modells gewéhrleistet. Daher
spielt die Yang-Baxter-Gleichung eine grundlegende Rolle in der Theorie integrabler Mo-
delle in 2 Dimensionen, seien sie Vertexmodelle der statistischen Physik [15, 17, 18, 21, 45]
oder integrable Quantenfeldtheorien in 141 Dimensionen [14, 16]. So beruhen zum Beispiel
alle Bethe-Ansatz-Techniken auf dieser Gleichung. Ein weiteres wichtiges Anwendungs-
gebiet der durch (1.10) gegebenen sogenannten Yang-Baxter-Algebra ist das Studium
von Quantengruppen, also grob gesprochen von Algebren, die gegeniiber den klassischen
Lie-Algebren g-deformierten Vertauschungsrelationen geniigen und fiir bestimmte Werte
von ¢ in die klassischen iibergehen [11, 12, 13]. In der Knotentheorie ist sie ebenfalls von
Bedeutung [19, 48].

1.3.7 Gebundene Zustiande

Die Zweiteilchen-S-Matrix hat Pole, falls der Gesamtimpuls zweier Teilchen 7 und j auf
der Massenschale eines dritten £ liegt, d.h. fiir

sij = (pi +pj)° = mi. (1.11)

Vergleiche dazu die Propagatoren (1.4). Dies kann so interpretiert werden, dafl aus dem
virtuellen Teilchen, das in den verschiedenen Feynmangraphen zwei Vertizes verbindet, ein
reales Teilchen wird, wenn sein Impuls auf der Massenschale liegt. Diese Pole entsprechen
also gebundenen Zusténden. In [30] wurde hergeleitet, wie sich in integrablen Modellen
der Quantenfeldtheorie in 1 + 1 Dimensionen aus den S-Matrizen der Konstituenten die
S-Matrix des gebundenen Zustandes konstruieren 148t, so dafl Unitaritit, Yang-Baxter-
Gleichung und Crossing-Symmetrie erfiillt sind.
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Die S-Matrix 148t sich als Operator 312(0) Vi ® Vy = Vo ® V; diagonalisieren* und
hat demnach eine Spektralzerlegung der Form

S12(0) = Y S0 (0) P (0),

wobei die S,(6) die Eigenwerte zum Eigenraum V, sind. Die Pl(g)(ﬁ) VeV ->WheW
sind die Projektoren auf diese Eigenrdume. Die Vektoren der Basis im Eigenraum V, sollen
mit

le;)? (i=1,---,dim V})

bezeichnet werden. Der Basiswechsel von der urspriinglichen (kanonischen) Basis des
Raumes V; ® V, zu einer Basis von FEigenvektoren wird durch die Clebsch-Gordon-
Koeffizienten (Intertwiner) ¢7,(0) : Vi ® Vo — V., C Vi ® V, vermittelt gemafl (fiir
a—a =10)

(8,€)" = &}, (0)](cv, 1), (e, ).

Die Rapiditéit 3 soll durch die Bedingung p., = p1 + p2 gegeben sein und spielt an dieser
Stelle von der algebraischen Struktur her noch keine Rolle (genau wie die Rapidititen
a,a’). Zusitzlich zu diesem Satz von Intertwinern gibt es auch noch einen Satz, der
den umgekehrten Basiswechsel vermittelt (wobei allerdings die Rdume V3, V, vertauscht
werden sollen). Werden diese Elemente mit

V. CVieV, =5 1heW
bezeichnet, so gilt offenbar

GO0, = 8oy (1.12)

[05,(0) 02 (0)]% = o,

wobei jeweils iiber die (vollstindigen) Eigenrdume einer bestimmten Darstellung zu sum-
mieren ist. Da nur einer der beiden Basiswechsel das Vertauschen der Raume V7, V5 bein-
haltet, sind diese Relationen asymmetrisch. Spéter bei der graphischen Darstellung wird
dies noch deutlicher werden. Damit haben wir die Gleichung

[Sia ()] =" 67 (0)S10) ()85, (9),

wobei S(e)(G) die Eintriige der Diagonalmatrix der Eigenwerte sind.

Bisher wurden nur die Bestandteile |(c,p)) und |(c, p)) eines Produktzustandes
|(ev, i), (o, v)) als physikalische Zustéinde interpretiert. Nun wollen wir fiir den Fall, daf}
die Rapidititsdifferenz o — o/ einem Pol einer der Eigenwerte S,(#) und der Massenscha-
lenbedingung eines Teilchens entspricht®, die Vektoren des zugehorigen Eigenraums als

*Ein Vektor >_i; laiB;) # 0 heifit hier Eigenvektor, falls ein A € C existiert, so daf Si2(6) >oijlaiBy) =

A Z” |Bjc;). Diese Definition tragt der Tatsache Rechnung, daf S1» die Rdume V; und Vs vertauscht.
5Im Zweifelsfall muf} dieses Teilchen dann neu in das Modell aufgenommen werden. In einigen Modellen
gibt es auch Pole, die gekreuzten Kanélen (engl. crossed channels) entsprechen oder sogar iiberhaupt keine

physikalische Bedeutung haben, also redundant sind. Diesen entsprechen dann natiirlich keine neuen
Teilchen.
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gebundene Zustdnde der Teilchen g und v auffassen. Wir schreiben dafiir hiufig auch
kurz b = (uv) und nennen 6%, = a — o' den Bindungswinkel (auch Fusionswinkel) des
Prozesses. Aus dieser Betrachtungsweise erklirt sich die oben angegebene Definition der
Rapiditét der Eigenzustinde, die einfach nur die physikalisch notwendige Impulserhaltung
wiedergibt. Im Zusammenhang mit Fusionsprozessen verwenden wir fiir die Intertwiner
die graphische Notation

ﬁb 174 74

! 1,0
W’ = (@ —a) O‘\ﬁﬁb oy (o — o).
o v b

Die Rapiditdten gehorchen dabei der Fusionsbedingung (1.11) und der Impulserhaltung.
Die oben angefiihrten Orthogonalitits- und Vollstédndigkeitsrelationen haben damit die
graphische Darstellung

/,L, l/, MI Ul /1/, /,L,

}i ) X $ )

v VoM v v unoo-
Zusatzlich zu den Intertwinern definieren wir noch erweiterte Intertwiner

M = i€y | Res S0 (6)|2 6,

ny

v - v 1y
' = Zeb”|£‘3§ Sw ()2 ¢p",

ny

die die Relationen

. AT y"u/ - b V,‘u/ b

ZgPi%EVS’“’” =10, " Ruyd, =My " Ny (1.13)
und

%:%:%:W:W:? (1.14)

erfiillen sollen. Die Phasen ¢, und ;" hingen mit der Paritéit der beteiligten Zusténde

zusammen, wie wir spater beim Sine-Gordon-Modell sehen werden. Daneben definieren
wir inverse erweiterte Intertwiner ﬁfw mit
v <b 'V b e o W o~y _ ~b v b
771) np,u - T/b T/;u/ - 5# 51/ und 77W77b - 77;¢V77b - 5b .

Fiir diese erweiterten Intertwiner verwenden wir die graphische Notation
g v K o H v

A= e A= o=
f v o v f o :

Die geforderten Beziehungen implizieren gewisse graphische Regeln, mit denen auch ge-
rechnet werden kann. Setzt man sie in Diagramme um, gilt

- LY 1) - [
//\uuu v v pow pv gy
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Analoge Diagramme gelten, wenn man Beine simultan umbiegt bzw. — strenger gesprochen
— alles mit Ladungskonjugationsmatrizen multipliziert.
In Rapidititen ausgedriickt lautet die Fusionsbedingung (1.11)

m; = (p1 +p2)® = mi +m?2 4+ 2m,m,ch (a — ).

Dies ist fiir «—a’ € R nicht erfiillbar, wenn gleichzeitig die Impulserhaltung gelten soll. Es
stellt sich heraus, dafl der Bindungswinkel rein imaginéar sein mufl. Mégliche physikalische
Pole der S-Matrix sind in Abbildung 1.1 als Punkte dargestellt.

Da die Bindungswinkel immer rein imaginér sind, ist es moglich, die Fusionsprozesse
im euklidischen Impulsraum auf einfache Art und Weise darzustellen [49]. Setze dazu

Peurt. = (ip', p°) = m(ish @, ch §) = m(sin if), cos if).
Diese Darstellung hat zwei Vorteile

L. Bs gilt peurt. - Geurt. = (ip"iq") + p°¢° = ¢°p° — p'q' = pq und spezieller ||Foyrr||> =
(ip')? + (p°)* = m?, d.h. die Massenschalenbedingung (1.2) geht in die Bedingung
iiber, da} der zugehorige euklidische Vektor auf einem Kreis mit dem Radius m
liegt.

2. Die rein imagindren Bindungswinkel sind in der neuen Ebene als echte Winkel auf-
falbar. Dadurch ist eine einfache graphische Interpretation von Fusionsprozessen
moglich.

Abbildung 1.2: Darstellung einiger Fusionsprozesse im Impulsraum.

In Abbildung 1.2 sind zwei mogliche Fusionsprozesse dargestellt. Im linken Bild ver-
einigen sich zwei Teilchen der (gleichen) Masse m zu einem Teilchen, das wiederum die
Masse m besitzt. Ein derartiger Proze tritt zum Beispiel im Z(3)-Isingmodell auf. Der
Bindungswinkel ist in diesem Fall 8, = %, und fiir die Rapiditét des gebundenen Zustands
ergibt sich § = o — %T =ad+ %” Allgemein gilt bei der Fusion zweier gleichschwerer Teil-
chen immer § = a — %9,, =a + %9,,. Das rechte Bild stellt einen voéllig beliebigen Prozef3
dar. Zwei Teilchen, die auf verschiedenen Massenschalen liegen, bilden ein neues Teil-
chen, das wiederum eine andere Masse hat. Die Rapiditit des gebundenen Zustandes 148t
sich mittels einfacher geometrischer Uberlegungen als Funktion jeder der beiden anderen
Rapidititen aus dem Diagramm ablesen.

Nach [30] gilt fiir die Streuung, in die ein gebundener Zustand involviert ist, bis auf
unbestimmte Phasen die sogenannte Bootstrap-Gleichung

5(12)3(9(12)3)77552) = 77%2)913(913)523(923)|912:9g2)-
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Sie hat die Darstellung
KoK e XN
2 1 g 3 (12) 3 (12" 3
und soll hier nicht hergeleitet werden. Allerdings zeigen die Abbildungen

i
J>J><J><><f><f<[

daf} diese Beziehung konsistent ist mit der Erfiillung von Unitaritit und Yang-Baxter-
Gleichung. Die Bootstrap-Gleichung steht in engem Zusammenhang mit der Fusion von
Darstellungen von Quantengruppen (vgl. [48] und [50]).

1.4 Zusammenstellung der S-Matrix-Axiome

In der folgenden Definition sind noch einmal alle Eigenschaften zusammengefafit, die eine
S-Matrix in integrablen Modellen in 1 4+ 1 Dimensionen besitzen muf.

Definition 1 (S-Matrix-Axiome). Seien die V' = CN Vektorrdume, die von den ver-
schiedenen Teilchen eines integrablen Modells aufgespannt und als Darstellungsrdume fiir
die jeweiligen Multipletts aufgefaBt werden. Die Abbildung S;;(6) : VI® Vi — Vi@ V!
heifit Zweiteilchen-Hilfs-S-Matrix, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

1. Unitaritat:

S12(012) 21 (021) = 1. (1.15)
1 2 12
2. Crossing-Symmetrie:
5’12(912) = 022551 (Z7T - 912)0@2 = CliSQi(iﬁ - 912)011. (]_]_6)
1 2 12 12
3. Yang-Baxter-Gleichung:
312(912)513(913)523(923) = 323(923)513(913)512(912)- (1.17)
1 3

23 12



KAPITEL 1. STREUUNG IN INTEGRABLEN MODELLEN DER QFT

. Maximale Analytizitit:

Alle Pole von S im physikalischen Streifen besitzen eine physikalische Interpretati-

onb.

. Polstruktur:

S hat einfache Pole bei den Bindungswinkeln 0%2), die zu den Fusionsprozessen

12 — (12) gehoren. Fiir physikalische Pole im s-Kanal gilt

i Res(ms'n(ew) = Z'¢’%112)R(12)¢’5122) = 77(2112)77532)- (1.18)

012:012

Graphisch haben wir

i Res ><2 = z‘R(u,)@?) = >@2)

o=0" { ) i 2

912 - 9%2)

Pole im t-Kanal lassen sich mittels der Crossing-Symmetrie auf diesen Fall
zuriickfiihren.

. Bootstrap-Gleichung:

5.1(12)3(9(12)3)77%2) = 77552)513(913)923(923)|912:9g2>- (1.19)

Diese Gleichung kann graphisch dargestellt werden iiber

<= K
3
2 Ly 3

Sie soll dariiber hinaus aus allen Richtungen gelten.

. Giiltigkeit des Bootstrap-Bildes fiir die erweiterten Intertwiner:

Mo = Moz = gy =107 =17 = 15" (1.20)
Diese Gleichungen kénnen graphisch dargestellt werden {iber
1 2 12 12 1 2 1 2 12 12

und garantieren zusammen mit der Unitaritét, der Yang-Baxter- und der Bootstrap-
Gleichung, daf} vielfdltige graphische Manipulationen vorgenommen werden koénnen.
Es gibt weitere dieser Relationen, die hier nicht aufgefiihrt sind.

Diese Bedingung sichert die Eindeutigkeit der Losungen. Unter Umstéinden kénnen auch sogenannte

CCD-Pole auftreten, die keine physikalische Bedeutung haben.



Kapitel 2

Formfaktoren

2.1 Definition und Herleitung einiger Eigenschaften

2.1.1 Definition der Formfaktoren

Sei O(x) ein lokaler skalarer Operator!'. Dann definieren wir die kovektorwertige Funktion

FO_ (si; +i0]1 < i< j <n)=(0[00)|(pr,€1),+ , Dy en))™, (2.1)

€1 €En

die nur von den Mandelstamvariablen s;; = (p; + p;)? abhiingt. Die Beschreibung mit +:0
soll darauf hindeuten, dafl wir es mit den Randwerten von analytischen Funktionen zu tun
haben. Dafl ausgerechnet ein +:0 auftritt, liegt an der Tatsache, dafl Matrixelemente mit
in-Zustdnden betrachtet wurden. Wir wollen diese Funktionen in Zukunft Formfaktoren
nennen. Durch eine Translation des Operators erhilt man die Gleichung

01O()|(p1,€1), -+, (Dny €0))™ = e TT2PIEO (54001 < i < j < n).

€1 -€n

Es wird im weiteren angenommen, dafl die Formfaktoren ,maximale Analytizitat“
besitzen, d.h. alle Pole im physikalischen Blatt physikalischen Ursprungs sind. Nach
Abschnitt 1.2 entspricht der Ubergang von in- zu out-Zustéinden gerade der Ersetzung
sij + 10 — s;; — 0. Da die Singularitdten wegen der maximalen Analytizitit vor allem
auch isoliert und die Bereiche s;;+10 sowie s;;—i0 daher analytisch miteinander verbunden
sind, gilt

FQ.c (sij =01 < < j < n) = (0]O0)|(pr, 1), -+, (pn, €)).

€1-"€n

In Verallgemeinerung der oben angefiihrten Definition setzen wir

Fozllibn; (Spp+i07 tpq _ZO, Sqq+i0)
- out<(qm7 l/m)7 T (qla V1)|O(0)|(p17 /*Ll)a T, (pna ﬂn)>zn, (22)

wobel s,,/$,44 als Abkiirzung fiir alle Mandelstam-Variablen (p; + p;)? bzw. (¢; + ¢;)* und
analog t,, anstelle aller moglichen (p; —g;)? verwendet wurde. Daf} dieser verallgemeinerte
Formfaktor diese Abhéngigkeit von den Mandelstamvariablen besitzt, ist ein Vorgriff auf
Gleichung (2.5). Mit der Schreibweise t,, — i0 ist gemeint, da§ s,, im Sinne von Abbil-
dung 1.1 Werte im Bereich IT annimmt.

"Wir wollen uns hier und im folgenden auf bosonische Operatoren beschréinken.

33
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2.1.2 Crossing-Relationen

In diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften iiber die analytische Fortset-
zung der Formfaktoren bewiesen werden. Betrachte zunéchst das Matrixelement
((p1,€1)|0(x)|(p2, €2)). Die zweidimensional angepafite LSZ-Reduktionsformel (A.2) aus
Satz 35 im Anhang liefert

{(pr, 1) O(@) (P2, 1)) = (01O@)[0){ (1, 1) (P2, 12))
iy / a2y P (0| TTO(2) Ky ()] (D, 182))-

Ein Beitrag zu einem beliebigen Matrixelement (---|O(z)|p;---) soll ,nichtzusam-
menhéngend“ beziiglich p; heiflen, falls der Support als Distribution beziiglich p; punkt-
artig ist. Ist er der Randwert einer analytischen Funktion in den Variablen sy;, so soll
er ,zusammenhingend“ genannt werden?. Der erste Term auf der rechten Seite der Glei-

chung ist nichtzusammenh#ingend, der andere zusammenhéngend. Analog folgt aus der
LSZ-Reduktionsformel (A.3)

(010(@)|(pr, ir), (P2, 2))™ = —i/d2y eV {0[T1O(2) Ko, ()]l (P2, p12)).-

Per analytischer Fortsetzung kann in der letzten Gleichung p; durch —p; ersetzt werden,
wobei sich zeigt, dafl dieses Matrixelement dem zusammenhéngenden Anteil des weiter
oben betrachteten entspricht. Driickt man das analytisch fortgesetzte Matrixelement iiber
einen Formfaktor aus, so nimmt s;5 in Abbildung 1.1 Werte im Bereich IT an. Wir schreiben
daher etwas unprézise, aber anschaulich t;5 — i0 als Argument in den Formfaktor. Mit
dieser Vereinbarung gilt nach (2.1)

Foo (i = i0) = (01O(0)[(=p1, fin), (P2, 12))™ = {(pr, 1) |O(0)| (D2, p12))zush.- - (2:3)

Wir wollen jetzt versuchen, dieses FErgebnis zu verallgemeinern. Dabei gelte

{pr-- oo 0 {a@, -} = 0 (2.4)

Dann folgt aus einer iterativen Anwendung von (A.3) die Gleichung?

O10@)[(gm, vim), -+ (@1, 1), (Pry )5 ==+ 5 (P Nn)>m = (—i)" / d2y1 o ‘/dem
e e I (O T[O(2) Ko, (11) -+ - K, ()| (P15 111), =+ 5 (P 110))™"

Aus (A.2) folgt umgekehrt unter Beriicksichtigung von (2.4)

P s V)= (10, 0)|O@) (s )= » (P i)™ = (—0)" / 2y, - / >y,
e im0 T[O()C iy (1) - Kb, ()| (P, 12)s =+ (s i2) )™

2Ein Beitrag kann in diesem Sinne gleichzeitig zusammen- und nichtzusammenhingend sein. Hat die
analytische Funktion zum Beispiel am Rand einen Pol, so erhélt man unter Verwendung der Formel
— = Z Find(z) einen singuléiren Anteil [40].

3Diese Gleichung gilt sogar fiir beliebige Quantenzahlen.
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Fiir beliebige Quantenzahlen gilt diese Gleichung immer noch, wenn man statt des
vollstéandigen Matrixelementes den zusammenhéngenden Anteil schreibt. Wir haben also
unter Verwendung der Definition (2.1) die Gleichung

OUt<(qma Vm)a T (Q1? V1)|O(ZL’)|([)1, /Ll)? (pna /‘Ln)>zush
= <O|O(l‘)|(_qm7 ﬁm)’ T (_q17 Vl)? (pla Ml)a ) (pna Mn)>ln
= F ooy (Spp 10, g — 10, Sgq + i0)

herleiten konnen. Dies soll nochmal in einem Satz festgehalten werden.

Satz 1 (Crossing-Relation).
Allgemeine Matrizelemente sind im Fall {(p;, &)} N {(qi, vi)} = 0 iber die Beziehung

@
Dy D11 -

($pp + 10, tyq — 10, 544 + i0)
= OUt<(qm7 Vm)a T (Ch, V1)|O(x)|(pla Ml)a Tty (pna /'Ln)>ln (25)

mit den Formfaktorfunktionen verkniipft. Ist die oben genannte Bedingung nicht erfillt,
qilt die Gleichung fiir den zusammenhdngenden Anteil des Matrizelementes.

2.1.3 Die Watsongleichung

Es stellt sich die Frage, ob es eine einfache Beziehung zwischen den Funktionswerten
von F' fiir s;; + 10 bzw. s;; — 10 gibt. Fiir n = 2 ist diese Frage leicht zu beantwor-
ten. Durch Einschieben eines vollstidndigen Orthonormalsystems von out-Zustéinden erhélt
man nach (2.1)

47 w(ﬁ 47 wq'm

dq di.
F61ez(512+zo) <O|O(0)|(p1;‘51) p2,62 Z Z/ il q

<O|O(0)|(q1; Vl)a T (QMa ym)>out ’ out<(qm, Vm)? T (QIa V1)|(p17 61)7 (p2? 62)>in'

Aufgrund der speziellen Eigenschaft integrabler Modelle, dafl die Teilchenzahl und die
Einzelimpulse bei der Streuung erhalten bleiben, folgt sofort

Fo (812 —+ ZO) F (812 — ZO)SV2V1 (512 + ZO) (26)

€1€2 Va1 €1€2

Dies ist die sogenannte Watsongleichung (siehe [51]) im Spezialfall einer integrablen Quan-
tenfeldtheorie. Aus Gleichung (2.3) erhélt man analog

. _ dq dm
Faltin = 10) = (OO )ovsr = 3 / T
<(p17 €1)|O(0)|(q1v Vl)v T (Qma Vm)>gzih-_out<(qm’ Vm)v T (qla V1)|(p27 62)> = Felez (t12+20)

da fiir Einteilchenzustéinde |p)™ = |p)°“! ist. Das heifit: Formfaktoren haben zwar wie die
S-Matrizen einen Verzweigungsschnitt bei s + :0, im Gegensatz zu letzteren jedoch nicht
bei t + 70.

Diese Ergebnisse sollen in einem néchsten Schritt auf beliebige Anzahlen von Teilchen
erweitert werden. Genauer wollen wir die mégliche Diskontinuitit am Verzweigungsschnitt
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s12 > (my + mQ)2 diskutieren. Dazu betrachten wir eine Konfiguration der Impulse, bei
der si5 in der Nédhe des Verzweigungspunktes ist und alle anderen Verzweigungspunkte
vermieden werden. Es gelten die LSZ-Reduktionsformeln (A.3) und (A.4) aus dem An-
hang A

" Gms vm) s+ (01, ) O @) (P, ), (P2, p12))™
= "(Gms vin), -+ (g1, v)|af! (1) O(2) | (p2, p12))

— i/de e POt (g v, (qu, v)|T1O@) K, ()] (p2, 1))

" (Gms Vi) -+ (0 1)0(@)](p1s 1), (P2, 12))™
= ""{(qm> V), - - (qbvl)l%l(pl) O(2)|(p2; 12))

s [y ). ) T OGS (0] )

Der erste Term in der ersten Gleichung ist offensichtlich nichtzusammenhingend
beziiglich p;, wihrend dies bei dem ersten Term der zweiten Gleichung im allgemeinen
nicht der Fall sein mufl. Im speziellen Fall faktorisierender S-Matrizen, wo die Impulse ein-
zeln erhalten bleiben, ist er jedoch ebenfalls nichtzusammenhéngend. Nach Einschieben ei-
nes vollstéindigen Systems von in-Zusténden zwischen dem Erzeugungsoperator und O(x)
erhédlt man nidmlich

Z l'/ d/ﬁ - l U Gy V), - - (Q1,V1)|%1(p1) (k1 e1), -, (k€)™

47rw~ 47rw P
1

(k) k1, €0)|O()| (Do, 12)).

Das ist nur von 0 verschieden, falls {¢1,---,qm} = {p1,k1,---,k}. Damit sind die
zusammenhédngenden Beitrdge jeweils durch die hinteren Terme gegeben. Durch das
Auftreten des Antizeitordnungsoperators 7* dreht sich das Vorzeichen bei der +:0-
Beschreibung um. Man beachte auflerdem, dafl der Ket-Vektor im zusammenh&ngenden
Teil der zweiten Gleichung auch als in-Zustand aufgefafit werden kann. Anwendung der
LSZ-Reduktionsformeln ergibt dann

Fz‘fn---z‘qmm(spp"'"ioa tpg—10, sgq+10) = Wt((qﬂw V), (qu, 1) |O()[(p1, pa)s (D2, M2)>%sh
FIj(?n"'ﬂlMlHZ(spp_iO’ tpg—10, S¢q+i0) = out((Qma Um), 5 (@1, v1)|O(2)|[(p1; 1), (P2, /‘L2)>zush

Die Matrixelemente lassen sich offenbar durch Multiplikation mit einer Zweiteilchen-S-
Matrix ineinander iiberfithren. Damit haben wir die Watsongleichung

Py pn (Spp 00, g =10, 800H10) = Fi it (83— 10, £ —i0, 840 +70) 8251 (5,,,440).

Sie beschreibt in Abbildung 1.1 den Ubergang iiber den Verzweigungsschnitt von I
nach IIT. Analog kann man vorgehen, wenn das Matrixelement am Anfang nur ein Teil-
chen im Ket-Vektor enthilt und man sich mit s;5 in der Ndhe des ¢-Verzweigungsschnittes
befindet, wihrend alle anderen Variablen von Verzweigungsschnitten entfernt sind. Da
ein Einteilchen-in-Zustand gleichzeitig ein Einteilchen-out-Zustand ist, erhélt man so die
Gleichung

Fpm“'l_/lﬁ2#1 (tpp — ZO, tpq — ZO, Sqq —+ ZO) = Fl_/m"'l_/lljﬂtl (tpp -+ ZO, tpq — ZO, Sqq -+ ZO) (27)
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Der Verzweigungsschnitt bei den Bereichen IT und TV existiert also fiir Formfaktoren
im Gegensatz zum Fall der S-Matrix nicht. Die gleichen Beziehungen gelten unter den
geschilderten Voraussetzungen, falls man von beliebigen Matrxixelementen ausgeht, da
sich alle nicht interessierenden Teilchen mit Hilfe der Crossing-Relationen auf die linke
Seite des Matrixelements wechseln lassen.

2.2 Rapidititsabhingige Formfaktoren

2.2.1 Definition und Watsongleichung

Bisher wurden die Formfaktoren fiir die physikalischen Bereiche immer als analytische
Funktionen von s;; + 10 betrachtet. Nach Abschnitt 1.3.3 kann man sie dort alternativ als
analytische Funktionen von |;;| auffassen. Nun sollen Funktionen betrachtet werden, die
eng mit den bisherigen Formfaktorfunktionen zusammenhéngen, jedoch von den einzelnen
Rapiditdten abhidngen. Es ist klar, dafy die Analytizitéit in den einzelnen Variablen nicht
gegeben ist, wenn man einfach

FO . (o —ay],1 <i< j<n)

€1-€n

verwendet, schliefflich ist die Funktion |a; — as| in den zu betrachtenden Bereichen in kei-
nem der Argumente analytisch. Der kritische Bereich ist offenbar der, wo zwei Rapiditéiten
gleich werden.

Fiir bestimmte feste Ordnungen der Rapiditéiten ist es trotzdem mdglich, nach obigem
Schema eine in bestimmten Bereichen jeder einzelnen Variable analytische Funktion zu
definieren. Die Frage ist dann, wie zu beliebigen Ordnungen iibergegangen werden kann.
Bevor wir uns jedoch diesem Problem zuwenden, definieren wir fiir physikalische Werte
der Rapiditaten und oy > -+ - >

6?---%(0417 T aan) =F? (|al - aj|7 1§Z<]§n) = <O|O(0)|(O‘1161)1 T 7(ana€n)>iﬁ(2'8)

€1-"€n

Wir wollen nun untersuchen, wie die rechte Seite dieser Gleichung sich verhilt, wenn
irgendein o; immer grofler wird. Irgendwann kommt es in die kritische Region o; ~ o;
(1 =7 — 1). VergroBert man es weiter, wird der Formfaktor analytisch fortgesetzt, indem
das Argument |o; — ;| = a; —; durch —|o; — | = a; —; ersetzt wird. Dieser Ubergang
entspricht der Ersetzung s;; + 10 — s;; — i0 (vgl. Abbildung 1.1). Die Watsongleichung
aus dem letzten Abschnitt besagt dann aber gerade, daf} fir a; > --- > o5 > 0 > -~y

Lt
ejEi

© = 19 ..€n(a17' Ty Qg Qe 7an)S€ifj (ai - Ot])

€1---€n (0[1, R an) - 51---6962-
Multipliziert man diese Gleichung mit dem inversen der S-Matrix auf der rechten Seite,
so ist wegen 5231(9) — S;;(—6) unmittelbar einsichtig, daf§ dieselbe Gleichung fiir beliebige
Ordnungen der Rapiditéten gilt, weil ein formal gleichartiger Ausdruck entsteht, bei dem
die Rapiditaten auf der rechten Seite der Gleichung jedoch nicht mehr geordnet sind. Das
Ergebnis halten wir fest in folgendem

Satz 2 (Watson-Gleichung).
Die rapidititsabhdngigen Formfaktoren geniigen der Watson-Gleichung

ot
Ein

fg.-.en(ala e 7an) - fe?...e.g,---en (ala e, O, Oyttt 7an)S€z']€j (ai - Ot]) (29)
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Durch die Watson-Gleichung (2.9) ist die analytische Fortsetzung des physikalischen
Formfaktors .. (c1,--+,ay) (a1 > -+ > a,) auf beliebige Ordnungen der Rapidititen
gegeben. Nach einem bekannten Satz der Funktionentheorie ist sie eindeutig, da der ur-
spriingliche Definitionsbereich fiir eine einzelne Variable bei festen Werten der anderen
jeweils ein ganzes offenes Intervall ist.

Wegen (2.9) lassen sich die rapidititsabhéngigen Formfaktoren auch mit Matrixele-
menten von out-Zustdnden in Verbindung bringen. So gilt fiir a; < --- < a,, nach (1.7)

und Definition (2.8)

[P
fe(?en (ala e 7an) = fe(?e (ana e 70[1)55?667:({0[2})

n

= (0]O0)|(Pay€h)s -+, (D1, €)) " ST ({pi})
(

= <O|O 0)|(p1761)7"' a(pnaﬁn)>om- (210)
An dieser Stelle sollen zusétzliche rapiditdtsabhidngige Formfaktoren eingefiihrt wer-
den, die die urspriingliche Definition verallgemeinern. Dazu setzen wir fiir oy > -+ > ay,
und gy < -+ < By,
Ozll,:::(ﬁl, e ,ﬁm|a1, cen ,an)

— (B )y 3 (B )| OO) (s ) -+ (my )™, (2.11)

Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dafl diese Funktionen, bei denen Teilchen sowohl
im Bra- wie auch im Ket-Zustand stehen, nicht analytisch in ihren Argumenten sind und
sogar distributive Anteile besitzen. Das néchste Ziel wird daher sein, sie mit Hilfe der
Crossing-Relationen explizit in Produkte von distributiven Anteilen und Randwerten von
analytischen Funktionen zu zerlegen.
Fiir rapiditdtsabhidngige Formfaktoren wollen wir kiinftig die Schreibweise
n Unm,

Bu| - | Bm

[fo(ﬁl,. .. ,/Bm|a1, e ’an) ZIIIZZZ e

verwenden. Damit hat die Watson-Gleichung die Darstellung
vy Vg Vi Unm Uy Vg Vi Vnm V1 Vg Vi Unm

]| ]|
f = f =

(2.12)

M1 Hi g iy M1 fi Hj fn M1 fi g fn
Die hintere Gleichung ist dabei die Vorwegnahme einer Folgerung der Crossing-Relationen
aus dem néchsten Abschnitt.

2.2.2 Crossing-Relationen

Zuerst wollen wir uns mit dem Fall beschéftigen, daf3 die Rapiditéiten der Teilchen, die in
den Bra- bzw. Ket-Vektoren stehen, alle unterschiedlich sind, d.h. {o;} N {G;} = 0. Fiir
diesen Fall hatten wir in Satz 1 gesehen, dafl

FO ™M (00 + 00, tag — 10, 555 +10) = F2

fi1-+m U+ DL 1+ fim

S + 10, tag — 0, 855 -+ i0).
B BB
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Besitzen die Rapidititen die Ordnung oy > --- > «, und 3 < --- < [, so 1483t sich die
linke Seite dieser Gleichung nach (2.8) durch fOZIIIZZ (Bry - Bmlaa, -+, ) ersetzen. Die
rechte Seite ist hingegen nur mit einem rapiditétsgeordneten Formfaktor in Verbindung
zu bringen, wenn zusitzlich die a’s eine bestimmte Ordnung relativ zu den (3’s haben.

Fiir die erste Moglichkeit o; < 3; haben wir nach (2.8)

@]
Um=-V1 41 fn

S + 10, tag — 10, s55 + i0
B B3
= f9 (B + i1 — 00, -+, By +im — 00,01, -+ , (),

Um V141 fn
wihrend im Fall o; > §; auf

o

D01 b1+ lhm,

(Saa + 10, tag — 10, sgz + 10)
= ;ﬁ---unf/m---fq(al’ ey B — i 410, - -+ B — im +40)

zuriickgegriffen werden mufl. Dies sind beides Konsequenzen der Tatsache, dafl die
Funktionen F' keinen Verzweigungsschnitt bei ¢ 4+ i0 haben (vgl. 2.7). Crossing bedeu-
tet bekanntlich ausgehend vom normalen (nicht analytisch fortgesetzen) Matrixelement
Sag + 10 = top — 10 bzw. |o; — 3| = im — |a; — B;]. In Abbildung 1.1 entspricht das dem
Ubergang von Bereich I zu II. Durch das Fehlen des Verzweigungsschnittes bei ¢ 4 i0 ist
das gleichbedeutend mit dem Ubergang sqs 410 — ta5 4140 bzw. |a; — B;| — im + |y — 55,
also gemif Abbildung 1.1 dem Ubergang von I zu III. Da nur die 3-Teilchen gecrosst
wurden (alle ; bleiben fest!), ist das fiir a; < ; dquivalent mit 3; — oy — im + §; — o,
also 8; = B; +im. Umgekehrt muf fiir o; > 3; die Ersetzung o; — 3; — im + o; — (3, also
B; — Bj — im, vorgenommen werden. Damit gilt

OVIUm
f ull---un(ﬁla"' 7ﬁm|a17“' 7an)
%...plul...“n(ﬂm+i7r,"' oLt g, an) B> > >ar> > ay
g---unﬁm---ﬂl(ala"' Janaﬂm_iﬂ';"' 751 _Zﬂ') ,041>"'>Oén>ﬂm>"'>ﬂl.

In der Nahe von Polen ist auf eine geeignete Beschreibung mit +40 zu achten. Nach Abbil-
dung 1.1 sind dann die Ersetzungen 3, +im — 3, +im —i0 bzw. 3,, —im — [, —i7m + 10
durchzufiihren. Innerhalb der Gruppen {«;} bzw. {3} lassen sich dann die rapiditéts-
abhéingigen Formfaktoren nach (2.9) in Verbindung mit der Crossing-Symmetrie (1.16)
der S-Matrix durch Multiplikation mit S-Matrizen auf beliebige Ordnungen derselben ana-
lytisch fortsetzen®, so daB diese Gleichungen beide allgemein gelten, sofern {a;}N{3;} = 0.
Graphisch 148t sich dies ausdriicken iiber

141 Vm, V1 Um V1 Um

K1 Hn H1 Hn

Nebenbei haben wir damit auch die schon im letzten Abschnitt angegebene Watson-
Gleichung (2.12) fiir S-Matrizen, die sich auf Bra-Vektorindizes beziehen, bewiesen. Die

4Dies ist erstmal nur fiir die rechte Seite moglich
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Multiplikation mit einer S-Matrix, die auf zwei Teilchen im Bra-Zustand wirkt, kann
tiber die Crossing-Relation (1.16) aufgefaflt werden als Wirkung auf die entsprechenden
Ket-Zusténde, was nach der Watson-Gleichung (2.9) zu einer Vertauschung der beiden
Teilchen fiihrt. Fiir diese kann dann die Crossing-Relation riickwirts angewendet werden.
Anhand der obigen Abbildung ist das leicht einzusehen.

Als weiteres Resultat haben wir die sogenannte zyklische Gleichung

‘O % (ﬂm+iﬂ-—i07"'Jﬁl+i7r_i07ala"'aan)

D D141+,
10) . . . .
- Hl"'ﬂnﬂm"'ﬂl(al’. v 7an7/8m - 7/7T+7/0, tet ,/81 - Z7T+ZO)

erhalten. Sie gilt auch fiir {o;} N{G;} # 0, da die oben angegebenen Identitéiten dann wie
gehabt fiir den zusammenhéngenden Teil von fozlliz: (B1,+ -, B, -+, ap) gelten. Es
ist mittlerweile gelungen, diese zyklische Gleichung streng im Rahmen der algebraischen
Quantenfeldtheorie zu diskutieren [52, 53].

Nun wollen wir die oben hergeleitete Beziehung auf beliebige Rapidititen verallgemei-

nern. Wir gehen aus von den LSZ-Reduktionsformeln (A.2)

om((ﬁmaym)a"' 7(61v7/1)|0( )|(O‘17/LI) ’ v(anaﬂn)>in ‘
:om<(ﬁmaym)a"' ,(52,y2)|0(:r) ( )|(alaﬂl)7"' a(amﬂn)yn
)

- i/d4y PO O (B ), -+ (B, o) I T [O(2) Koy (9)] [ (@rs 1), =+ (s i)™
und (A.3) aus Anhang A

out((ﬁm’ Vm)v e (ﬁQv V2)|O( )|(61a Dl)a (ala Ml)v T (anv Mn)>m .
= (Bons V) -+ > (B2, v2) g (B1)TO(@) | (1, pa), -+ 5 (s 1) )™

- Z/d4y 6—ip(B1)y out<(5ma l/m)a T (527 V2)|T[O(£E)IC¢)U1 (y)] |(O‘17 Ml)a T (O‘nv Nn)>m

Setzt man den unteren Ausdruck unter Ausnutzung der maximalen Analytizitit geméaf
p(B#1) — —p(B1) analytisch fort, fillt der nichtzusammenhéingende Teil weg. Da die
Integralausdriicke dann in beiden Formeln identisch sind, kann derselbe in der ersten
Gleichung schliellich durch das analytisch fortgesetzte Matrixelement der zweiten Glei-
chung ersetzt werden. Verwendet man die Definition der Formfaktoren und die Crossing-
Formel (2.5), so erhélt man

P By vim) -5 (Br, )| O(@)| (e, ), -+, (0, o)™

= FO 7 (spp 410, tpg — 00, Sqq + i0)

n
= 4n6 6B — ) FOR 0" L (Saa + 10, tag — i0, 555 + 10)

+ Fouz “Um

D11 pen (Saa + 207 taﬂ - ZO, S8 + ZO)

Der Ubergang zu rapidititsabhingigen Formfaktoren ist wiederum auf zwei Arten
moglich. Unter der Annahme (3, > ---> 3; > a3 > -+ > «, gilt nach (2.11)

OVl Vm(ﬁla . 7ﬁm|a17 e 7an) = 47T6U1 (61 - 0[1) O:zz:(ﬁ% e 7ﬁm|a27 e 7an)

+ o (527"'7ﬂm|ﬁl+iﬂ'_i0;ala"'7an)-

[ZVIARE
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Hingegen erhalten wir fiir oy > --- > ay, > 3, > - > [

OZIII:;: (61’ e ,ﬁm|0é1, e ,Otn) = 471-6;::6(67’71_0[77,) OZ?_Lnili (ﬁm—la e 7ﬁl|a17 e 7an—1)
+ OZT_Ln;:z(ﬂmfla ot 7ﬂl|a1; e, Oy, ﬂm —m + ZO)

Fiir das Zustandekommen der Argumente sei auf die Herleitung der Crossing-Relationen
fiir den zusammenh#ngenden Teil verwiesen, die am Anfang dieses Abschnitts erfolgte.
Im Gegensatz zu dort mufl man hier jedoch vorsichtiger vorgehen, um diese Gleichungen
auf beliebige Ordnungen von Rapiditéiten fortzusetzen. Nach Multiplikation mit den dazu
notigen S-Matrizen ergeben sich die Crossing-Formeln

foul Vm(ﬁla 7ﬁm|a17“' 7an)
= Z 471'6:/15(/81 — 0[1) O:?'.'.'I:t?,lﬂi+l“'ﬂn (/82; ot 7/8m|a1; st ,di; e ,O[TL) X
=1

s i1l
X Sﬁlﬁi( )Sgigi(% — o) '5027;55_1(%—1 — ;) +

+ OZiulym (527 e 7ﬂm|ﬂl +m — ZO; Qq, - - 7an)
n
- Z foZT Ll V11MZ+1 ﬂn(ﬂm 1y° 7ﬂl|a17 o Jd’ia ot 7an)47r(5:£n5(ﬂm - ai) X
=3
'Hli+10'i+1
X Sgnun(az Q) e Shittis (i — aig1) +
+ OZTLn;; (Bi—1s- s Bila, -y iy B — i +40). (2.13)

Dabei wurde angenommen, daf} sich nur ein bestimmtes «; in der Ndhe von (3, bzw. 3, be-
findet. Dann bleibt jeweils nur einer der Summanden mit den §-Funktionen iibrig. Durch
Iteration der oben angefiihrten Formeln lassen sich allgemeine Crossing-Formeln gewin-
nen, die den urspriinglichen Formfaktor mit einseitig vollstindig ausreduzierten Formfak-
toren verkniipfen. Wir werden spéter in den Sétzen 9 und 10 in Kapitel 4 auf diese Frage
zuriickkommen, wo dann auch eine fiir diesen Sachverhalt geeignetere Nomenklatur zur
Verfiigung steht. Die Relationen (2.13) besitzen die graphische Darstellung

%41 Vm, %41 1) Vm,

bzw.

2.2.3 Kinematische Pole und Residuen

Aus den Crossing-Formeln (2.13) im letzten Abschnitt lassen sich die Residuen von kine-
matischen Polen der Formfaktoren berechnen. In formalisierter Schreibweise lauten sie in
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einem Spezialfall

f21~~~n(a1|a27 e van)
n
= 247”5(041 - @j)liff...;...n(azv Gy ) Saj(n — ag) - Syt — ay)
§=2
+ Clifg___n(al +im —i0, g, -+, )
n
=Y dmd(on — )i [ (o, by ) Sl — an) -+ S (g — @)
=2

+ O an, - o, ap — im 4 i0)C'L (2.14)
Fiir oy ~ ap und o # a1 (j = 3,---) ergeben sich die zwei Gleichungen

1
o . .
—10 " %—C yo e, Oy
fl...n(al +r 1Y, Qig, y QU ) o — 40 — o 129(042 o )

fgo...nl(a2;' T, 0y, 0 — Z7T—|—Z0) ~ 0129(0421' T 7an)-

a1 + 10 — ao

Mit der Beziehung — = 2 5 ixd(z) [40] und durch Vergleich mit (2.14) folgt demnach

P
471'6(0[1 — ag)clgf??.n(oég, e ,Oln) + (; + ZW(S(OQ — O[Q)) Clgg(ag, s ,O[n)

= 47T5(CY1 - 02)012f3?..n(a3, Tt ;an)g2n(a2 - Oén) s '523(02 - 043)
P
+ <; — Z7T5(Oél — a2))0129(042, e 7an)'
Identifizierung der d-Anteile ergibt
glag, -, apn) = Qif;?..n(a& T ;an)(l - 5V2n(a2 — Q) - '523(CY2 - 03))-

Das Residuum eines Formfaktors an einem kinematischen Pol verkniipft diesen also
mit einem Formfaktor, der zwei Teilchen weniger beschreibt. Zusammengefaflt lautet das
Ergebnis

Res flo...n(ah T ;an) = 2iC12f;§.9..n(CY3; T aan) (1 - S2n(6¥2n) o '323(023))- (2-15)

Q12=1T

2.2.4 Gebundene Zustiande

In Abschnitt 1.3.7 haben wir gesehen, dafl die S-Matrix Pole besitzt, die gebundenen
Zustanden entsprechen. Auflerdem wurden Regeln entwickelt, wie sich diese in das Bild
der Streuung der ,elementaren® Teilchen einpassen®. Analoge Folgerungen sollen jetzt fiir
die Formfaktoren abgeleitet werden. Der Hintergrund liegt in folgender Feststellung: Die
Watsongleichung (2.9)

e?---en(ala e Jan) - fg...gz.e’i...en(ala ot 7aj7 Qi - - ;an)S;lZ (ai - Oéj)

5An dieser Stelle soll noch einmal betont werden, daf in der Quantenfeldtheorie alle Teilchen gleich-
berechtigt sind, also auch alle gleichermaflen elementar.
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fiir die rapiditdtsabhingigen Formfaktoren 148t vermuten, dal diese neben den kinema-
tischen auch weitere Pole haben miissen, die genau den Polen der S-Matrix — also ge-
bundenen Zustinden — entsprechen. In [14] wird iiber die Kéllen-Lehmann-Darstellung
und analytische Fortsetzung von attraktiven Werten der Kopplungskonstanten, bei denen
der gebundene Zustand vorhanden ist, zu repulsiven Werten, bei denen der gebundene
Zustand instabil® ist, eine Gleichung fiir das Residuum hergeleitet, das zu einem solchen
Pol des Formfaktors gehort. Hier soll ein anderer Weg beschritten werden, der gewisse
technische Annahmen vermeidet, sich allerdings mehr auf Konsistenz-Niveau bewegt.
Betrachte dazu den Formfaktor

fE1<-:26364---en (al + iﬂ'; Ao, Q3,04 * - an)-

Es sollen Fusionsprozesse untersucht werden, die mit dem Diagramm

o €9
Q9

€1 - €3

o1+ Qa3
assoziiert sind. Das Residuum des Formfaktors zu einem Pol, der zu gebundenen
Zustanden gehort, sollte mit einem Formfaktor zusammenhéngen, der ein Teilchen we-
niger enthélt als der urspriingliche, also statt der beiden alten eben gerade den gebun-
denen Zustand. Eine Lesart des Diagramms beschreibt die aufeinanderfolgenden Fusio-
nen o = (€16;) und €, = (0e3). Dem wiirde entsprechen, genau die beiden dazu relevanten
Residuen des Formfaktors hintereinander auszurechnen und dabei auf einen Formfaktor
mit zwei Teilchen weniger zu stoflen. Allerdings kann man den Zwischenschritt auch ver-
suchsweise auslassen und stattdessen die Formel fiir kinematische Pole (2.15) verwenden.
Fiihrt man dies nach Anwendung der Watson-Gleichung (2.9) auf die Teilchen 2 und 3
durch, so ergibt sich

Z(];{esofﬁezegq---en (al + 1T, Qig, O3, gyt =+, an)
13—

. €€l el

= —2f€'2€4...€n (O[Q, Qgys e, )S:;:; (0423)+2f€2€£1...61n (O[Q, Qlgy v ,O[n) S(O[gn) te S(Oé34) 6: .
Durch die Berechnung eines zweiten Residuums, muf} eine weitere bisher noch unabhéingige
Variable fixiert werden. Wie man an der obigen Abbildung erkennen kann, hat die S-
Matrix im ersten Summanden allerdings nur einen gebundenen Zustand im ¢-Kanal, d.h.
nicht fiir oy — g = ags = 07,,, sondern fiir (a3 +im) — o = i — a3 = 07, Bildet man
dieses Residuum geméf (1.13), fillt der zweite Summand weg und man erhélt

1 Res iRes f6162€364 en (O +IT, o, i3, Qg - Q)
az3=07, a13=0

€583

= —2f6’264...6n (042, Qy, - )770 776162'

6Da das Teilchen instabil ist, kann es nicht in in- oder out-Zusténden auftreten, so daf es im Bootstrap-
Bild praktisch gar nicht existent ist.
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Es ist sinnvoll, sich die einzelnen Schritte graphisch noch einmal zu veranschaulichen.
Der erste Schritt hat die Darstellung
€1 €1

= —2i¢ Res
a3 =iT—07,

€o€3€4 €p €g€3€4 €p

i Res 7 Res

Qo3 =1m— 95253 a13=1IT

+anderer) ,

wobei ,,anderer® einen Ausdruck bezeichnet, bei dem das Teilchen nach rechts durch alle
anderen Teilchen streut. Nach Anwendung der Crossing-Relation (1.16) kann auch das

zweite Residuum ausgefiihrt werden, wobei man zu
€1 €1

7 Res 1Res

o3 =im— 05253 a13=0

€2€3€4 €p

gelangt. Biegt man die rechte der Linien nach unten, sieht es offenbar so aus, als ob
man anstelle des oben geschilderten Vorganges zweimal hintereinander eine Bound-State-
Fusion durchfiihren konnte, bei der jeweils ein erweiterter Intertwiner und ein iv/2 als
Faktor entsteht. Es soll also angenommen werden, daf§ die Gleichung

. O @

Zalz];{%g H1p2 B3 fin (Oq, 2, (g, - ) - Z\/_ O3 hn (ﬁ’ Qs ’an)nZW?
erfiillt ist, wobei die Impulse durch p(f8) = p(a1) + p(az) gegeben sind. In [14] ist die
gleiche Formel mit physikalischeren Hilfsmitteln und strenger, dafiir jedoch auch in einer
spezielleren Situation, hergeleitet worden.

2.2.5 Formfaktoren und Korrelationsfunktionen

Sind die Formfaktoren eines Operators erst einmal bestimmt, so lassen sich daraus prin-
zipiell alle Korrelationsfunktionen ausrechnen. Prinzipiell deshalb, weil es sich um eine
formale Reihe mit Integralen handelt, die vielleicht gar nicht explizit ausgewertet werden
kann. Bis jetzt ist eine explizite Auswertung meiner Kenntnis nach nur fiir das Ising-Modell
gelungen [54]. Die Idee ist hingegen simpel und soll am Beispiel einer Zweipunktfunkti-
on kurz vorgestellt werden. Einfiigen eines vollsténdigen Systems von Zwischenzustédnden
ergibt

dpl Pn 1
(001 ()05 (1) [0) = ZZ/W, . m .

n=0 €1---€n

<0|Ol(l‘)|(p17 61)7 Tty (pna 6n)>zn ' ln((pna En), Tty (pla 61)|02(y)|0>
= Z Z / dal - dan _ZZ Plo)e=y) f (0[1, o )f (Ozn—i_iﬂ-a e a041+i7r)-
47.(. n' €1 €n €n €1

n=0 €1-€n

(2.16)



2.3. ZUSAMMENSTELLUNG DER FORMFAKTORAXIOME 45

Gilt O = O; = O, und ist dieser Operator hermitesch, so kann das Produkt der Form-
faktoren offenbar ersetzt werden durch |f<.. (a1, , a,)]/%. In der Regel sind diese Dar-
stellungen nicht explizit summierbar. In der Praxis reicht jedoch fiir numerische Auswer-
tungen auch die Beriicksichtigung des Zweiteilchen-Formfaktors oder zumindest solcher
mit sehr wenig Teilchen. So wurden in [33] und [34] die abgebrochenen Reihen von ex-
akten Formfaktoren mit Gitterrechnungen und Storungstheorie verglichen und sehr gute
Ubereinstimmungen erzielt, selbst wenn nur Terme mit n = 2, 4, 6 beriicksichtigt wurden.
Weitere Moglichkeiten der analytischen Behandlung bestehen in der Untersuchung des

asymptotischen Verhaltens.

2.3 Zusammenstellung der Formfaktoraxiome

Im bisherigen Teil dieses Kapitels wurden rapiditédtsabhéngige Formfaktoren eingefiihrt
und deren Eigenschaften bewiesen. Jetzt soll wie schon bei der S-Matrix zu einem eher
axiomatischen und formalisierten Ansatz iibergegangen werden. Wie im Abschnitt iiber
die S-Matrix seien fiir jeden Index i Vektorriume V¢ = CN gegeben, deren Basisvek-
toren simtliche Teilchen des Modells durchnumerieren. Auflerdem sei wieder V" =
V!'®---® V" Die Dualriume werden mit unteren Indizes gekennzeichnet. Die Ladungs-
konjugationsmatrizen C;; und C¥ sind gegeben durch [C;j]g. = 05, bzw. [CY])P* = §Fe.

Definition 2 (Formfaktoraxiome). Eine kovektorwertige Funktion f : C* — Vj.,,
heiflt bosonische Formfaktorfunktion, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

1. Sie ist vertriglich mit der S-Matrix des Systems im Sinne von
flo---ij---n(ela T 792" 9]" o 'en) = flo---ji---n(ela T ’ej’ 01'7 o en)SZ(oz - 9]')' (2-17)

Diese iiblicherweise ,, Watson-Gleichung® genannte Eigenschaft besitzt die Darstel-

ung ( fo.... ) : ( a )

I+ 7 n 1 2+ 7 n

2. Berziiglich zyklischer Vertauschungen der Argumente verhilt sie sich wie

flon(gla v ,Hn) = f20~~~n1(927 e 7972791 - 27”) (218)

Diese ,,zyklische Gleichung” wird dargestellt iiber

(- =

n 1 2 ’r‘L

Liegt 6 in der Nihe von Singularititen ist auf die richtige Beschreibung des Form-
faktors als Randwert einer anayltischen Funktion zu achten, d.h. links ist 6; — 0
und rechts 6, + i0 zu setzen.
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3. Sie ist maximal analytisch, d.h. alle Pole im physikalischen Bereich besitzen eine
physikalische Interpretation. Genauer wollen wir verlangen, daf3 alle Pole direkt mit
Fusionsprozessen assoziiert sind”.

4. Sie besitzt einfache, sogenannte kinematische Pole fiir 0;; = 6; — 0, = iw (i < j). Die
Residuen lassen sich mit Eigenschaft 1 bestimmen aus
27rz'0Res. flon(gla tee 7972) = —47T012f??.n(03, tee 7972) (I—SQn(egn) s 523(923))(219)

12=97

Graphisch haben wir die Relation
1 1 1

Cl...
2 3 n 2 3 n

Man beachte, dafl die in der Abbildung von unten nach oben durchlaufenden Linien
als d-Funktionen in den Rapiditdten mit der zusétzlichen Normierung 47 inter-
pretiert werden. Allgemein entsprechen durchgezogene Linien von a nach ( dem
Matrixelement (3|a). Diese Darstellung ist unabhéngig von der Normierung der
Zusténde.

271'26(91 — 92)5{63
1=02

5. Sie besitzt einfache Pole fiir 6;; = 6, — 0; = 0%2) (i < j), wenn 0%2) ein Pol der
S-Matrix ist, der einem gebundenen Zustand b = (12) im s-Kanal entspricht. Die
Residuen lassen sich zusammen mit Eigenschaft 1 bestimmen aus

2mi Res (12)f8---n(911 ) en) = 27Ti\/§f(?2)3~~n(0(12)7 o a9n)77g2) (220)
01:02+912

Dies hat die graphische Darstellung

—n ()

(a2, .
{172 :L 7‘1 010 = 0122

Res
01=02+05>

6. Sie besitzt das richtige Verhalten unter Lorentztransformationen. Ist s der
Spin von O, transformiert sich der Operator unter Lorentztransformationen also
gemif O — e™0, so gilt

flon(el + Uy 79n + u) = 6isuflo---n(017 T aen)- (2'21)

2.4 Ein alternativer Zugang zu Formfaktoren

2.4.1 Die Zamolodchikov-Algebra

Betrachte die Menge formaler Symbole M = {Z¢(a), Z!(a)}, wobei € ein diskreter und o
ein kontinuierlicher Index sein soll. Spéter werden wir sie mit den inneren Quantenzah-
len bzw. Rapiditéten identifizieren. Die Nomenklatur Z(a) soll andeuten, dafl wir diesen

"Man beachte, daf8 dies eine stéirkere Forderung ist als bei der S-Matrix.
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Ausdruck als adjungiert zu Z¢(«) auffassen wollen. Die folgende Definition und ihre An-
wendungen gehen auf die Briider Zamolodchikov zuriick [38].

Definition 3 (Zamolodchikov-Algebra). Sei S die S-Matrix einer beliebigen integ-
rablen Quantenfeldtheorie in 1 + 1 Dimensionen. Sie besitze also die iiblichen Eigen-
schaften wie Faktorisierung, Unitaritit und Crossing-Symmetrie (vgl. Definition 1). Dann
heifit M Zamolodchikov-Algebra, falls die Elemente die folgenden Vertauschungsrelatio-
nen erfiillen®:

Zel(Oél)ZQ(Oég) = S:,f:,;(ag—Ozl)Zeé(Oég)Zgl(O[l) (222)
Z (@) ZL (@) = 7} (a0) 2} (01) St (o — ) (2.23)

€1€2

7o) ZE(02) = Z} (00) S (0 — 1) Z% (on) + 27020 (00 — ). (2.24)
Die Operatoren Z¢(a) werden als Vektoren aufgefaft, die Operatoren Z!(«) als Kovekto-
ren.

Es stellen sich unmittelbar zwei Fragen:

1. Ist die Definition konsistent?

2. Welche physikalische Bedeutung hat die Zamolodchikov-Algebra?

Wir werden die erste Frage fiir einen Moment beiseite lassen und die Definition ein
wenig physikalisch motivieren. Wie eingangs erwihnt, soll der diskrete Parameter € als
innere Quantenzahl und « als Rapiditét interpretiert werden. Nehmen wir an, wir hitten
eine freie Theorie. Die S-Matrix der Streuung zweier Fermionen wire dann S = —1
und die Vertauschungsrelationen (2.22)-(2.24) wiirden genau die Vertauschungsrelatio-
nen von fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren reproduzieren. Analog
verhélt es sich bei Streuprozessen, an denen ein Boson beteiligt ist. Dort ist S = 1,
und die Zamolodchikov-Algebra wird durch die herkémmlichen Vertauschungsrelationen
von bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren definiert. Dies alles und (2.25)
werden uns dazu fiihren, die Operatoren Z(«) und Z¢(a) als Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren rapidititsgeordneter Zustinde aufzufassen.

Doch zuerst ist zu iiberpriifen, ob die Definition der Zamolodchikov-Algebra konsistent
ist. Adjungiert man Gleichung (2.22), die in Vektorschreibweise

Zl(Otl)ZQ(Olg) = 512(041 - OéQ)ZQ(OéQ)Zl(Oél)
lautet, so erhilt man wegen der Unitaritit der S-Matrix (1.15)
Zi() 2 () = Z}(a2) Z3(0n)S]y(an — an) = Z{(a2) ZE(0n) S (02 — ),

das ist gerade (2.23) in Vektorschreibweise. (2.22) und (2.23) sind also dquivalent, weshalb
in der Definition auf eine dieser Gleichungen verzichtet werden kénnte.

Auflerdem muf} gepriift werden, ob zweimalige Vertauschung wieder die Identitéit er-
gibt. Die Gleichung

Zl(Oél)ZQ(Olg) == Slg(al — OéQ)ZQ(O[Q)Zl(Oq) == Slg(al — 042)521(042 — O[l)Zl(Oél)ZQ(OQ)

8Die Indizes der S-Matrizen wurden gegeniiber [16] dem Bild (1.9) angepaft, d.h. die oberen Indizes
der S-Matrix wurden vertauscht.
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zeigt, dafl dies erfordert, dafy die S-Matrix unitér ist. Eine weitere Bedingung an S ergibt
sich, wenn man das Produkt Z'(a;)Z%(ag)Z3(3) in das Produkt Z3(a3)Z2(cg)Z' (vy)
iiberfithren mdochte. Die zwei unterschiedlichen Arten, auf die das geschehen kann, er-
zwingen die Erfiillung der Yang-Baxter-Gleichung

5’23(042 - a3)513(a1 - 043)512(041 - OlQ) = 512((11 - 042)513(041 - a3)5’23(a2 - 043)-

Diese Bemerkung zeigt, dafy die Zamolodchikov-Algebra speziell auf integrable Modelle
der Quantenfeldtheorie zugeschnitten ist.

2.4.2 Rapiditiatsgeordnete Zustinde

Mit Hilfe der eben eingefiihrten Zamolodchikov-Algebra ist es moglich, Zustéinde zu defi-
nieren, indem man die Z/(a) als Erzeugungsoperatoren und die Z¢(«) als Vernichtungs-
operatoren auffafit?:

(@, e1), o (ans€a)) = ZL(an) - Z] (a)]0)

((ns€n), - (an @) = (0]Ze, () - - Zey ().
Wie iiblich soll der Vernichtungsoperator das (eindeutige) Vakuum vernichten: Z¢(«)|0) =
0. Dies ist bis hierher erst einmal nur eine formale Definition, in der keine eigenstindige
physikalische Bedeutung gesucht werden sollte. Wichtig sind jedoch gewisse sich ergebende

Analogien.
Interessant sind dabei vor allem die folgenden zwei Punkte:

1. Die Vertauschungsrelationen sind gerade so gewihlt, dafl sich bei einem Matrixele-
ment

<(ana en)a T (ala 61)|(9(0)|(517 yl)a T (ﬂna ym)>
gerade die Formfaktoreigenschaft (2.17) reproduziert.

2. In Verbindung mit dem ersten Punkt legt das physikalisch intuitive Bild
, A3 (g &3

t — |ag, o, 1) = out
o > g > s B @2, O3,
o > |G, O, O3 . (225)
— |0, 0, 03) = 1N
a1 Q9 Q3

X

nahe, bestimmte Zustinde, in denen die Rapiditdten entweder aufsteigend oder ab-
steigend geordnet sind, als physikalische in- bzw. out-Zustéinde aufzufassen (vgl.
dazu (1.5)). In diesem konkreten Fall wire |(«aq, €1), (o, €2), (a3, €3)) ein in-Zustand
und |(as, €3), (o, €2), (a1, €1)) ein out-Zustand. Allgemein ist der rapiditétsgeordne-
te Zustand |(aq,€1), -+, (an, €,)) ein in-Zustand fiir a4 > -+ > a, und ein out-
Zustand fiir oy < - -+ < . Damit wére die Verbindung zu den (rapiditdtsabhingi-
gen) Formfaktoren endgiiltig hergestellt (vgl. (2.8) und (2.10), sowie [16, 56, 57]).

9Soweit mir bekannt ist, wurden zwar schon konkrete Darstellungen der Zamolodchikov-Algebra, fiir
den Fall diagonaler S-Matrizen gefunden, jedoch noch nicht fiir andere. Siehe dazu z.B. [55].
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Man mache sich noch einmal klar, da der oben dargestellte Prozef als Ganzes im
Heisenbergbild durch einen einzigen Vektor dargestellt wird, d.h. die Vertauschung
von Teilchen in den rapiditdtsgeordneten Zustdnden entspricht nicht einer Vertau-
schung in diesem physikalischen Zustand.

Die genannten Punkte veranlassen einen dazu, rapiditdtsabhingige Formfaktoren iiber
die Gleichung

f:llz:zn(ﬁlv o ,ﬂm|0£1, U van) = <(ﬁmal/m)7 e v(ﬁlvV1)|O(0)|(O‘17“1)a U v(anaun»

einzufiihren. Die Crossing-Relationen in Satz 1 haben gezeigt, wie diese Funktionen mit
den eigentlichen Formfaktorfunktionen (die nur die zusammenhéngenden Anteile beschrei-
ben) in Verbindung gebracht werden kénnen, falls die Mengen von Quantenzahlen nichtlee-
ren Durchschnitt haben. Sollte sich der Operator O(zx) selbst in irgendeiner Weise durch
die Operatoren Z¢(a) und Z!(«) darstellen lassen, miifiten sich mit Hilfe der Vertau-
schungsrelationen (2.26) der Zamolodchikov-Algebra die allgemeinen Crossing-Relationen
reproduzieren lassen. Diesem Gedanken wird spéter noch nachgegangen werden.

2.4.3 Verallgemeinerte Normalprodukte und Wick-Theorem

Im Rest dieses Kapitels sollen einige Schlufifolgerungen aus einem interessanten Ansatz
gezogen werden, der in [39] zu finden ist. Dazu mufl noch einmal geringfiigig die No-
menklatur gedindert werden. Sei S(f) eine analytische Funktion in Im € € [0, 7] mit den
Eigenschaften

S(—0) = S(im +0) = S(0).

Fiir # € R wird die Zamolodchikov-Algebra generiert von Symbolen, die den Vertau-
schungsrelationen

Z(on)Z(ag) = S(oq — o) Z () Z ()
ZT(OQ)ZT(O(Q) = S(O[l - CYQ)ZT(OZQ)ZT(Ql)
Z()ZNan) = S Moy — ) Z () Z () + 276 (0 — )

geniigen. Setzt man fiir # € R weiter!”
Z1(0) = Z(0 — i),

so lassen sich diese Vertauschungsrelationen fiir beliebige a;,as € R UR — i7 kompakt
schreiben als

Z()Z (o) = S(ag — ) Z () Z () + 210 (g — ag — im). (2.26)

Dabei verschwindet die §-Funktion fiir Argumente mit Imaginérteil ungleich 0, so daf sie
nur einen Beitrag liefert, falls a; € R und as € R — i7r.

Der néchste Schritt besteht darin, ein Normalprodukt dieser Operatoren einzufiihren,
das es erlaubt, alle singuliren Bestandteile eines Produktes von Operatoren zu ver-
nachléssigen bzw. in Kontraktionen zu verlagern, iiber die sich leichter Buch fiihren l483t.
Das Vorgehen ist analog zum Buch von Bogolyubov [6]. Dazu setze fiir oy, g € RUR —im

—
Z(on)Z () =: Z(an) Z () : +Z () Z ().

1°Die Konsistenz der Vertauschungsrelationen ist wegen der Crossing-Symmetrie von S gewahrt!
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Das verallgemeinerte Normalprodukt : - - - : ist dabei wie iiblich definiert iiber die Bedin-
gung

(0] : Z(c1)Z () = |0) = 0.

Anders ausgedriickt sorgt es dafiir, dal Erzeugungsoperatoren links stehen und Vernich-
tungsoperatoren rechts. Die Kontraktion erfiillt dann offenbar die Gleichung

1

Z(on)Z(a2) = (01Z(c1) Z () |0) = 216 (cy — v — ). (2.27)
Ein verallgemeinertes Normalprodukt von mehreren Operatoren wird definiert durch
cZW ) - ZNan) Z(Bh) - Z(Bm) : = Zi(ay) - ZHan)Z(B1) -+ Z(Bm)
2 Z(on) - Z(ay) Z(ay) - Zlay): = Slay—aj): Zlay) - Z(a) Z(ag) -+ Z(aw,) o,

wobei die erste Zeile fiir o;, 5; € R und die zweite fiir beliebige «; definiert ist. Nun muf}
nur noch festgelegt werden, wie Kontraktionen eines Normalprodukts aufgelost werden,
d.h. wie (symbolische) Kontraktionen aus dem Inneren des Normalproduktes vor das
Normalprodukt gezogen werden kénnen, wo es dann eine wirkliche Kontraktion, also eine
reellwertige Distribution ist. Dazu definieren wir rekursiv

s Z(ay) o Z(g) Z () Z ) = Z() Z(igr) - Z(oq) - Z (1) Z(iya) - Z(a)

d.h. Kontraktionen von Operatoren, die nebeneinander stehen, kénnen unabhéngig von
weiteren Kontraktionen vor das Normalprodukt gezogen werden. Gegebenenfalls mufl
durch Anwendung der Vertauschungsrelationen (2.26) dafiir gesorgt werden, daf diese
Rekursionsformel anwendbar ist. Dabei ist jedoch darauf zu achten, dafl die Reihenfolge
der Operatoren, die miteinander kontrahiert werden sollen, die gleiche ist wie vor den
Vertauschungen. Dies hat den einfachen Grund, daf} die Operatoren in einer Kontraktion
nicht vertauscht werden diirfen, da (2.27) durch das —i7 in der §-Funktion asymmetrisch
ist. Es kann leicht gezeigt werden, dafl das Endergebnis unabhingig von der Reihenfolge
ist, in der die Kontraktionen herausgezogen werden. AuBerdem entpsricht jede Uberschnei-
dung der Kontraktionsbalken in der Ausgangskonfiguration im Endergebnis genau einer
S-Matrix, die mit den entsprechenden Rapiditdten verkniipft ist. Dies 148t sich schnell
anhand des Beispiels

—F— 1 — —
c Z(on)Z () Z (a3) Z () »=: Z(on)Z(a3) Z (2) Z () + Sy — ).

einsehen, wobei die Vertauschungsrelation (2.26) verwendet worden ist. Die gleiche Uber-
legung 148t sich auch fiir kompliziertere Ausdriicke durchfiihren.
In Anhang B findet sich der Beweis fiir das folgende

Theorem 3 (Verallgemeinertes Wick-Theorem).
Fiir die verallgemeinerten Normalprodukte gelten die Gleichungen'!

Z(ew) - Z(a) = Z Z(q) e Z(a) - (2.28)
vKontr.

'Die Summe iiber alle Kontraktionen schlieft insbesondere auch den Fall ein, daf keine Kontraktion
auftritt!
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Die Bedeutung des Wicktheorems liegt in der Einfachheit der Bestimmung von Va-
kuumerwartungswerten. Da die Vakuumerwartungswerte von Normalprodukten defini-
tionsgeméfB verschwinden, miissen in (2.28) dann nur die vollstindigen Kontraktionen
beriicksichtigt werden:

(0| Z(cy) -+ Z () |0) = Z A Z (o) .
vollst. Kontr.
Unter ausschliellicher Verwendung der Vertauschungsrelationen hitte man das gleiche
Resultat erhalten. Die Einfiihrung von Normalprodukten und Kontraktionen sowie das

Wick-Theorem erlauben jedoch eine wesentlich iibersichtlichere Darstellung der zugrun-
deliegenden kombinatorischen Uberlegungen.

2.4.4 Alternative Definition der Formfaktoren

Der Weg C sei gegeben durch die Menge C = (R—i0)U(R—im+:0), wobei beide Linien von
links nach rechts durchlaufen werden. Die Bedeutung der infinitesimalen Verschiebungen
wird spéter deutlich. Es soll angenommen werden, daf sich ein lokaler Operator O(x)
entwickeln 143t geméaf

dO[ dan —iP(a1 ., an )T
an/ L / T —iP(ay, om) f((z)(al,... ,an) : Z(an)...Z(al) . (2.29)

mit gewissen Entwicklungskoeffizienten f((z)(al, <o ap). Plag, -+, ap) ist der Gesamtim-
puls zu den Rapiditiaten «;.

Durch Umbenennung (o, oj11) — (@441, ;) und Verwendung der Vertauschungsre-
lationen (2.26) fiir die Z erkennt man sofort, daf§ die Beziehung

f(%(au'“ y o) = S(a; — @i+1)f(2)(041,"‘ s i1, Q05 Q)

erfiillt sein muf. Dies liefert einen ersten Hinweis darauf, daf die Funktionen f©\ als
Formfaktoren interpretiert werden kénnen. Ob dies tatséchlich der Fall ist, 1483t sich leicht
feststellen, indem man Matrixelemente des Operators mit rapiditédtsgeordneten Zustdnden
betrachtet. Dabei ergibt sich fiir 5; € R

<0|<9( ) B+ Bm)
_ Z — / day / danf((z)(ah,_, ,an)<o|<; Z (o) -+ Z(aq) :>ZT(51) .. -ZT(ﬂm)|0>_

Das Wick-Theorem besagt
OI(: Zlan) -+ Z(@1) :) Z1(81) - Z1(B)0)

= > i Z(an) - Z(0n) V(B — im) - L (B — i) .

vollst. Kontr.

Da die Kontraktionen innerhalb der Gruppen {«;} (Vernichtungsoperatoren rechts!)
bzw. {f;} (alles Erzeugungsoperatoren) verschwinden, bleiben blof8 Kontraktionen zwi-
schen diesen beiden Gruppen (= n = m). Diese sind nur dann ungleich 0, falls o;; € R.
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Die entstehenden S-Matrizen kénnen verwendet werden, um die Argumente in den f(% 7u
vertauschen. Daher liefern alle n! verschiedenen Kontraktionen den gleichen Beitrag, wo-
durch der Faktor + - neutralisiert wird. Bei der speziellen Kontraktion, bei der jedes Z(a;)
mit Z(f; — i) kontrahiert wird, entstehen zudem keine S-Matrizen. Insgesamt folgt

dal doy,, o

OO+ ) = | 552G

((CTPEEE H 27”5 ﬁz = f(?n)(ﬁla"' s Bim)-
=1

Analog ist es moglich zu zeigen, daf3

Die Entwicklungskoeffizienten in (2.29) sind also in der Tat (rapiditdtsabhéngige) Form-
faktorfunktionen.

2.4.5 Allgemeine Crossing-Relation

Im letzten Abschnitt wurden nur Matrixelemente betrachtet, bei denen auf einer Seite des
Operators das Vakuum stand. Um eine allgemeine Crossing-Relation herzuleiten, mufl das
Matrixelement

(Bi---BlOO) 71+ Ym)

fiir 8;,7; € R in expliziter Abhéngigkeit der Formfaktoren bestimmt werden. Dies funk-
tioniert im Prinzip wie der Beweis, da$ es sich bei den f© tatséichlich um Formfaktoren
handelt, ist jedoch etwas uniibersichtlicher. Wesentliches Ziel ist es, die vollstindigen
Kontraktionen des Ausdrucks

Z(B1) - Z(B1) « Zlow) -+ Z(on) = Z¥ (1) - Z" ().

zu verstehen. Zuerst ist es wie schon zuvor so, dafl Permutationen innerhalb des Normal-
produktes : Z(ay,) -+ - Z (1) : keine neuen Beitrige ergeben. Sie konnen vielmehr wiederum
dazu verwendet werden, den Faktor # zu kompensieren.

Als néchstes betrachten wir die spezielle Kontraktion'?

LBy Bra—pBi—p  Biom -+ Oy p_iOmp o]y v el

auf die wir spéter (unter Beriicksichtigung von S-Matrizen) alle weiteren zuriickfithren
wollen, bei der selbst jedoch keine S-Matrizen auftreten. Da im allgemeinen Fall wieder-
um keine Kontraktionen innerhalb der einzelnen Gruppen auftreten (wegen des Normal-
produkts bzw. da die Rapidititen jeweils den gleichen Imaginérteil haben), gibt es auch
dort die folgenden drei Gruppen von Zwei-Operator-Kontraktionen, die im allgemeinen
Fall jedoch mit zusétzlichen S-Matrizen auftreten:

(a) D Kontraktionen zwischen 31 ; und ;41 ; (i = 1,--- D). Diese sollen als nicht-
zusammenhéngende Anteile bezeichnet werden, da duflere 6-Funktionen entstehen.

12 Aus Platzgriinden sind die Operatorsymbole weggelassen worden.
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(b) Insgesamt [ — D Kontraktionen zwischen 3 _p ; und ayyq 4 (i =1,--- ;1 —D+1).
Diese implizieren §-Funktionen, die die Integration iiber die untere Linie aufheben
(die obere liefert hier keinen Beitrag) und die Ersetzung o = § — im 4+ 0 in den
Formfaktoren erzwingen.

(c) Insgesamt m — D Kontraktionen zwischen oy p ; und v,41 ; (i =1,--- ;=D +1).
Diese implizieren §-Funktionen, die die Integration iiber die obere Linie aufheben
(die untere liefert hier keinen Beitrag) und die Ersetzung o = 7 in den Formfakto-
ren erzwingen. Natiirlich gibt es nur Beitrige, wenn die Zahlen der Operatoren so
aufeinander abgestimmt sind, daf} vollstindige Kontraktionen méglich sind.

Die oben angegebene spezielle Kontraktion liefert also den genannten Punkten geméafl den
Anteil

D—1
f((Z)(’Yla 77m—D76l—D —Z7T+ZO, 751 _ZW+ZO)(27T)D H (me ) ﬁl 1,) (230)
=0

Die Beitrdge beliebiger Kontraktionen lassen sich nun leicht bestimmen, indem sie
durch Ausnutzung der Kommutationsbeziehungen (2.26) auf die obige Form gebracht wer-
den. Um die komplizierte Kombinatorik in den Griff zu bekommen, gruppieren wir die Ra-
pidit'(ziien entsprechend ihrer Bedeutung. So definieren wir die Mengen T = {7, , Ym}
und B = {f;--- 31}, wobei der Pfeil die Richtung aufsteigender Indizes andeutet und
Mengen mit unterschiedlicher Ordnung der Elemente unterschieden werden sollen. Das
Problem besteht darin, fiir die Rapiditdten im Ausdruck

B 9 T

alle vollstdndigen Kontraktionen anzugeben. In der Menge B gibt es eine Teilmenge B,
die mit Elementen aus A kontrahiert wird, und eine andere By, die mit solchen aus C'
kontrahiert wird. Die zuletzt genannten Kontraktionen enthalten #uflere §-Funktionen,
daher der Index N fiir nichtzusammenhéngend. Der Index Z steht umgekehrt fiir zu-
sammenhingend, da dort nur - Funktlonen entstehen, die ausintegriert werden. Analog
zerlegen wir die Menge C, so daf} wir ‘B §N U Bz und ﬁ = Cz U Cy haben. Die
Vereinigung zweier Mengen bedeutet in dlesem Zusammenhang, die Elemente der zwei-
ten Menge an die der ersten Menge hinten anzufiigen. Man beachte, dafl in B und C
im allgemeinen Elemente der jeweiligen Teilmengen beliebig nebeneinander stehen und
daher der Pfeil unbedingt notwendig ist. Mit dieser Nomenklatur sind die vollstindigen
Kontraktionen des Ausdrucks

ByUB, A,UA, C,UCx

zu bestimmen. Durch die Anwendung der Vertauschungsrelationen (2.26) lassen sich die
Mengen entkoppeln geméif EN UBz; - ByUBz, C,UuCy — CzU C—’N> und A, U A, =
1<4_1 U A,, wobei Permutationen in A nur den Faktor n! kompensieren. Das Ergebnis ist
eine Summe iiber alle Ausdriicke der Form

| [ ] [ ] |
?N U E f4_1 U E @ U ﬁN X ( S-Matrizen ) (2.31)
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Schreiben wir symbolisch S( B« BZ U BN) fiir das Produkt von S-Matrizen, das die
Entkopplung fiir B 1ndu21ert und analog S(C_'Z> UCy « ﬁ) im Fall von C, sowie die
entstehenden ¢-Funktionen A(B ~ < Cy), so erhalten wir mit (2.30) schliefilich die allge-
meine Crossing-Formel

Die jeweiligen S-Matrizen kénnen im konkreten Einzelfall leicht angegeben werden.

An dieser Stelle soll das Verfahren noch kurz anhand des Matrixelements

(BIOO0)|v1 -+ V)

veranschaulicht werden. In der Nomenklatur von eben sind hier nur Beitrige moglich, falls
n =m —1 oder n = m+ 1. Im ersten Fall wird # mit einem beliebigen 7, kontrahiert, im
zweiten Fall mit a,,. Schematisch sind also die vollstdndigen Kontraktionen durch

]
Y B Qmeiccar MYttt Ymo+ f QngiOmc Q1 Y1 T

gegeben. Im ersten Term lassen sich die notwendigen S-Matrizen leicht ablesen. Es gilt
also

(BIOO) 71+ Yom)
= Zfo(’)/la"' J’A)/ja"' 17m)2776(ﬂ_'}/j) H S("}/j—%)—i-fo(’)’l,"' ,’}/m,ﬂ—iﬂ+i0).
J

i=j+1

Man vergleiche diese Formel mit Gleichung (2.13). AuBlerdem beachte man die entstehende
graphische Darstellung, wenn die 3’s (so es denn mehrere sind), die 4’s und alle mit ihnen
verbundenen Linien wie folgt gedreht werden:

B Y
Qe Oy 1 aq - 'O{mam+1

Analog kann im allgemeinen Fall verfahren werden. Verwendet man einen Kasten zur
Darstellung der S-Matrizen, die die Entkopplung der Rapidititen bewirken, erhilt man
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ausgehend von (2.31) nach der Drehung der Mengen A;, A, Bz und By das Diagramm
—
B; U By

S(B, UBx « By UBy)

7

|
B,

7z U
zufd
s@‘zucﬁuﬁ‘m

Insbesondere kann nun auch besser verstanden werden, wieso in der oben angegeben
allgemeinen Crossing-Formel (2.32) die Pfeile iiber den B’s umgedreht worden sind. Im
nichsten Kapitel wird bewiesen, dafl man mit der traditionellen Methode durch Iteration
der Gleichungen (2.13) die gleiche Crossing-Formel erhilt. Man vergleiche dazu die oben
angegebene graphische Darstellung mit der aus Satz 9 in Kapitel 4.
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Kapitel 3

Das Bootstrap-Programm

3.1 Das allgemeine Vorgehen

Das Bootstrap-Programm ist ein Programm zur Klassifikation aller méglichen S-Matrizen
von integrablen Modellen in 1 + 1 Dimensionen. Die Grundlage wird gebildet durch die
Forderung einiger Eigenschaften fiir die S-Matrix, wie sie in Definition 1 zusammengestellt
sind. Diese beinhalten

1. allgemeine Eigenschaften wie Unitaritdt und Crossing-Symmetrie;
2. spezielle Eigenschaften in integrablen Theorien

a) Faktorisierung und Yang-Baxter-Gleichung
b) Bootstrap-Gleichung (Fusionsgleichung)

¢) maximale Analytizitét.

Der Ausgangspunkt einer konkreten Realisierung einer S-Matrix, die die oben genann-
ten Bedingungen erfiillt, ist ein bestimmtes vorgegebenes , Modell“. Mit ,, Modell* ist dabei
die Angabe der auftretenden Teilchen und ihrer Symmetrien gemeint, insbesondere das
Spektrum gebundener Zustinde. Das Bootstrap-Programm und in dessen Verallgemeine-
rung das Formfaktor-Programm' ist ein systematisches Verfahren, aus diesen Ausgangsin-
formationen sdmtliche relevanten quantenfeldtheoretischen Grofien zu bestimmen, also vor
allen Dingen die Korrelationsfunktionen, aus denen alles andere berechnet werden kann
(vgl. [54]). Wie aus dieser Beschreibung ersichtlich ist, nimmt das Bootstrap-Programm
keinerlei Bezug auf eine Formulierung iiber Lagrange-Dichten oder dhnlichem. Die Ver-
bindung von Ergebnissen des Bootstrap-Programms zu Modellen, die auf andere Art und
Weise definiert sind, kann stérungstheoretisch oder iiber Analogien im Teilchenspektrum
nachvollzogen werden.

Nach der Wahl eines Modells sind im Bootstrap-Programm folgende Schritte durch-
zufiihren:

1. Bestimmung von exakten S-Matrizen aus den S-Matrix-Axiomen in Definition 1
unter Beriicksichtigung der postulierten Teilchen und ihrer Symmetrien. Unter
Umsténden kann es vorkommen, dafl aus Konsistenzgriinden neue Teilchen auf-
treten.

'Hier werden beide Begriffe synonym verwendet.
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2. Bestimmung von moglichen verallgemeinerten Formfaktorfunktionen aus den Form-
faktoraxiomen in Definition 2. Hier wird es verschiedene Losungen geben, die zu
unterschiedlichen Operatoren gehdren. Darum ist eine Klassifikation der erhaltenen
Lésungen zum Beispiel nach Symmetrieeigenschaften wiinschenswert.

3. Zuordnung der berechneten Formfaktorfunktionen zu Operatoren. Dies kann
storungstheoretisch und/oder iiber exakte Prinzipien geschehen, wie zum Beispiel
das asymptotische Verhalten.

4. Bestimmung der Korrelationsfunktionen aus den Formfaktoren geméfl Glei-
chung (2.16).

Im néchsten Kapitel wird nachgewiesen, dafl die S-Matrix- und Formfaktoraxiome der
Definitionen 1 und 2 gerade ausreichen, eine lokale Theorie zuriickzuerhalten. Bevor wir
uns dem Beweis der zuletzt genannten Behauptung zuwenden, sollen jedoch erst einmal ei-
nige Beispiele fiir die Anwendung des Bootstrap-Programms vorgestellt werden, wobei nur
auf den fiir die spéteren Betrachtungen wichtigen ersten Punkt eingegangen werden wird.
Konkret werden das Sinus-Gordon-Modell, sowie das Z(NN)-Ising-Modell vorgestellt und
jeweils Phasenkonventionen fiir die in Abschnitt 1.3.7 definierten und in (1.19) und (2.20)
auftretenden Intertwiner angegeben, so dafl eine konsistente Beschreibung dieser beiden
Modelle im Rahmen der neu eingefiihrten Gleichungssysteme aus den Definitionen 1 und 2
moglich ist. Im Sinus-Gordon-Modell wird in diesem Zusammenhang ein in der Litera-
tur noch nicht diskutierter Fusionsprozefl postuliert und seine Existenz bewiesen. Dieser
Prozef ist unverzichtbarer Bestandteil im Beweis der Lokalitdt, der im néichsten Kapitel
erbracht wird.

Das einzige Modell, fiir das das vollstéindige Bootstrap-/Formfaktor-Programm durch-
gefiithrt werden konnte, ist das Z(2)-Ising-Modell [54], das mit dem Ising-Modell der stati-
stischen Physik im Skalenlimes verbunden ist. Wir beginnen die Diskussion hier mit seiner
Verallgemeinerung, dem Z(N)-Ising-Modell.

3.2 Das Z(N)-Ising-Modell

3.2.1 Definition des Modells und Bestimmung der S-Matrix

Es soll angenommen werden, dafl in dem Modell ein ,,elementares“? Boson b; der Masse

my; = m vorhanden ist, das in Zukunft einfach mit 1 abgekiirzt werden soll. Daneben
soll es einen gebundenen Zustand by = 2 = (11) = (b1b;) geben. Wird der imaginére und
momentan noch beliebige Bindungswinkel mit ¢ = 62, € (0, ) bezeichnet?, ergibt sich
aus Abbildung 1.2 (linkes Bild) fiir seine Masse die Formel

mj3 = 2m*(1 — ch (it — ¥)) = 2m*(1 4 ch¥) = 4m20h2§.

Mit a = % ist die Masse also

2cosasina sin 2a
Mo = 2MCOSA =M————— = M— .
sina sin a

Man vergegenwiirtige sich, daf in der Quantenfeldtheorie und damit auch im Bootstrap-Bild im
Prinzip alle Teilchen gleichberechtigt, also auch gleich elementar sind.
3Die Zahlen stehen alle fiir Indizes, die 2 ist kein Exponent!
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Tabelle 3.1: Ubersicht iiber alle moglichen Fusionsprozesse im Z(N)-Modell
Prozef§ ‘ Rapiditit des gebundenen Zustands ‘ Bindungswinkel ‘ Einschréankung

bk+bl—>bk+l ’ybk:F%l:’Ybl:l:%k . %(k—i‘l) k+l<N
bk—|—bl—>bk+l,]\r ’ybk:F%(N—l):’Ybl:l:%(N—k) %(k—Fl—N) k+1l>N

Eine Verallgemeinerung dieser geometrischen Uberlegungen fiir den iterativ gebildeten
gebundenen Zustand von & elementaren Teilchen by = k = (11---1) = (by - --by) ergibt
die Massenformel

sin ka

mp = M—; .
s a

Wegen der zu fordernden Z(N)-Symmetrie gilt by_; = b;. Insbesondere miissen die ent-
sprechenden Massen iibereinstimmen, was direkt zu der Bedingung

sin(N —1)a )
sin a N
und damit zu a = & fiihrt. Fiir den Bindungswinkel folgt daher ¢ = QZT”

Die S-Matrix fiir die Streuung zweier Teilchen vom Typ 1 hat damit die Form

sin (0 + %)

sin%( — %”)

511 (9) —

Sie ist durch eine skalare Funktion gegeben, fiir die demnach die Yang-Baxter-
Gleichung (1.17) immer erfiillt ist. In [58] wurde gezeigt, daf diese Losung unter Beriick-
sichtigung der maximalen Analytizitdt eindeutig ist. Man beachte, daf§ genau ein Pol
auftritt und zwar an der Stelle § = 67, = 2%, Er entspricht dem gebundenen Zustand
2 = (11).

Mit Hilfe der Bootstrapregeln lassen sich daraus alle weiteren S-Matrixelemente ab-
leiten. Wie das geschieht, soll an diesem relativ einfachen Beispiel vorgefiihrt werden.
In einem ersten Schritt berechnen wir die S-Matrix fiir die Streuung eines Teilchens
k= (10 ...1®) mit einem Teilchen 1. Dazu benutzen wir die Bootstrapgleichungen (1.19)
in der Form, wie sie in der Abbildung

k 1

zu sehen sind. Die mit dem Stern *x gekennzeichneten Groflen sind dabei das Inverse
der mit dem Punkt e versehenen erweiterten Intertwiner. Wegen der Diagonalitéit der S-
Matrizen heben sich die Intertwinerbeitrige gegenseitig auf, weshalb nur die S-Matrizen
iibrigbleiben. Danach gilt

Sk (0, — 0y) = S11 (0 — 0y)--- Sy, (6% —6y).
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Tabelle 3.2: Phasenkonventionen und erweiterte Intertwiner fiir das Z(N)-Modell

Objekt ~ Wert ‘ Objekt  Wert ‘ Objekt Wert ‘ Objekt Wert
K kot k[ k[
L) (el L R e
N—k,N—I 1 N—k—1 1 My w1 BN N l? | v i i| Ry "y l?

Um die Winkel zu bestimmen, betrachten wir die Abbildung
1)

S

1)

1

Der Winkel 99 — §U+D) ist jeweils der Bindungswinkel 2%, Es ist dann offensichtlich,
daf der Winkel zwischen 1M und 1® gerade 27 (| — 1) betréigt. Allgemeiner findet man
0U) —0%®) = 22 (k — j). Wegen 6, — %) = J2(k — 1) folgt 09 = 6 + 5 (k — 2j + 1). Setzt
man nun 6 = 0, — 0y, erhéilt man 09 — ¢, = 09 — @, + 0 = 0 + Z(k — 25 + 1). Einsetzen
ergibt

Cshi(@4+ % (k+1))  shy(0+%(—k+3))
shi(0+Z(k—3) shi(f+2(—k—1))

_shi(0+ % (k+1))shz(0+ % (k—1))

Coshi(0—=Z(k—1))shi(0—Z(k+1))

Damit 148t sich nun analog die allgemeine S-Matrix Si;(#) berechnen. Wie eben gilt
Ski(Ok — 1) = S1 (0 — 01)) -+ Sy (), — 0V).

Mit 6 = 0, — 6, haben wir wie zuvor 6, — 0™ = § + ZN7r(2m — [ —1). Damit erhélt man
schlie3lich

L sh (0 + Z(k—m+1))sh
Skt = H shi(0+Z(k—m—1))sh

m=—(l-1)

(0 —2Z(k+m—1))
(0—=(k+m+1))

(3.1)

N = (N[ =

Es 148t sich leicht iiberpriifen, daf§ diese S-Matrix die Unitaritiat (1.15) erfiillt. AuBer-
dem geniigt sie der Crossing-Relation (1.16), wenn allgemein b, = by_; gesetzt wird.
Die Yang-Baxter-Gleichung (1.17) ist aufgrund des diagonalen Charakters der S-Matrix
automatisch erfiillt. Die anderen S-Matrix-Axiome aus Definition 1 sind Gegenstand der
Untersuchungen des néichsten Abschnitts.

3.2.2 Diskussion der gebundenen Zustinde

Eine Analyse der Pol- und Nullstellenstruktur der S-Matrix Sy; ist fiir £ +1 < N in
Abbildung 3.1 dargestellt (vgl. (3.1)). Aufgrund der Periodizitét der sh-Funktion setzt
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i

|

Sk +1)

-« Ep-q

— -k

02000000000
000000000

-~ T (k+1)

e =Pol
o =Nullstelle

—im

Abbildung 3.1: Pol- und Nullstellenstruktur der S-Matrix S, im Z(N)-Ising-Modell.

sich dies entsprechend in die anderen Streifen fort. Die S-Matrix (3.1) hat fiir & # [
zwei einfache Pole an den Stellen 2= (k 4 1) und 2|k — {| und dazwischen im Abstand %7
Doppelpole. Fiir k& = | wird der Pol bei %¢|k — [| durch eine Nullstelle kompensiert. Der
Pol an der Stelle £ (k +1) ist mit dem Fusionsproze8 k£ + 1 = (kl) verbunden. Dies ist seit
langer Zeit bekannt [58]. Die Z(/N)-Symmetrie schliefit aus, das der andere Pol ebenfalls
zu einem Fusionsprozefl gehort.

Aus Symmetriegriinden folgt die Existenz des analogen Prozesses zu k + | = (kl)
(k+1 < N) fiir die Antiteilchen, d.h. N—k—[ = (N—k, N—1). Wegen (N —k)+(N —1) =
2N — k —1 < N fiir k+1 > N hat man damit auch Fusionsprozesse k + [ — =z fiir
k 4+ 1 > N erhalten, wobei jetzt untersucht werden soll, um welches Teilchen es sich
bei x handelt. Wir nehmen die Beschreibung des Prozesses iiber die Antiteilchen vor:
(k)= (N=(N—-k),N—(N=1)) =N—(N—k)—(N—-1)=k+1— N = z. Diese
Relation gibt eine weitere Bestitigung der Bezeichnung Z(N)-Modell: Letztendlich sind
alle Teilchenzahlen mod N zu nehmen, d.h. im Prinzip kann man immer die Additionsregel
anwenden und mufl nur nachher darauf achten, daf3 die entstehende Teilchenzahl in den
richtigen ,,Sektor* zwischen 1 und N transformiert wird. In Tabelle 3.1 sind simtliche
Fusionsprozesse und ihre wichtigen Parameter aufgelistet®.

3.2.3 Konsistenz mit dem Bootstrap-Bild

In diesem Abschnitt soll eine Phasenkonvention fiir die Intertwiner und die erweiterten
Intertwiner gefunden werden, die konsistent ist mit dem Bootstrap-Bild. Dazu bendtigen
wir erst einmal das

Lemma 4 (Residuen der S-Matrizen im Z(N)-Modell).

Die Residuen Ry = H_Iie(iH)Skl(Q) und RN_}_, | = 0_!}(6]3 k)SN_k—l,l(H) der Z(N)-S-
—ix —iT (N

Matrizen geniigen der Beziehung

l .
7 . T sin & (k +m)
RllziH == R]]\\;—]If:—l,l = 2¢8in Nk H S];rn—im (32)
m=4% 1. N
27 bl

4Das Vorzeichen bei der Angabe zur Rapiditit des gebundenen Zustands hingt davon ab, welches der
beiden Teilchen die Rapditit mit dem gréferen Imaginéirteil hat, also im Sinne von Abbildung 1.2 links
vom anderen steht.
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Beweis. Der Pol von Sy bei Z(k + [) liegt in dem Faktor, der in der Darstellung (3.1)

zum Index m = [ — 1 gehort. Aufspaltung des Produkts und Berechnung des Residuums
ergibt

Ri shif(k+1)sh Tk shif(k+3)shF(k+35) shT(k+DshT(k+1-1)
1 i im 3 im 1 i i
) ! ; ! .
i shZ(k +m) m sin Z(k 4+ m)
= 2sh —k NV 9isin —Fk SONVG T
TN H sh Zm SN H sin Zm
m=3,1 m=3,1,-
Zur Bestimmung von R%:’ZM = Res Sy_j_1(0) verfahren wir wie oben. Der Pol
’ 0="2(N—k)

sitzt wieder im Faktor fiir m = [ — 1. Entwicklung des Produktes ergibt

Pk _ shZ(k+1—1)shZ(k+1) sh%(N—k—l+%)sh%(N—k—l+%)X
vk = h - oh 5 350 5

shZ(N — k)shZ(N —k —1)
sh Z/sh (1 — 1)

Mit sh (im — o) = sh («) folgt daher nach Umsortieren der Zahler

! I
B .. m sin & (k + m)
Ryt = 2isnlr [ SEEEM g
’ N ] sin :m
m=5,1,
quod erat demonstrandum. O

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun moglich, die Intertwiner festzulegen und die
erwiinschte Konsistenz mit dem Bootstrap-Bild zu beweisen.

Satz 5 (Konsistenz des 7(N)-Ising-Modells mit dem Bootstrap-Bild).

Das Z(N)-Ising-Modell ist konsistent mit den Gleichungen (1.18), (1.19) und (1.20) der
S-Matriz- Gleichungen in Definition 1, falls fiir die Intertwiner die in Tabelle 3.2 angege-
benen Werte gewdhlt werden.

Beweis. Hier gibt es nicht viel zu zeigen. Die Orthogonalitéits- und Vollstindigkeitsre-
lationen (1.12) sind offensichtlich erfiillt und mit Lemma 4 sieht man sofort, daf§ die
Beziehungen (1.18) und (1.20) fiir die erweiterten Intertwiner gelten. Fiir die Bootstrap-
Gleichung (1.19) spielen die Intertwiner wegen der Diagonalitit der S-Matrizen keine
Rolle. O

3.3 Das Sinus-Gordon-Modell

3.3.1 Lagrange-Formulierung des Sinus-Gordon-Modells
Das Sinus-Gordon-Modell ist iiber die Lagrange-Dichte

«

1
L= 5(505)2 + 7

(cos B — 1)
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definiert, in der ein reelles bosonisches Feld ¢ auftritt. Es ist nach Coleman (siehe [29])
dquivalent zum massiven Thirring-Modell, das iiber die Lagrange-Dichte

L= 9~ My — S9(T"s)

gegeben ist. Der Lagrangian beinhaltet ein Spinorfeld respektive zwei fermionische Fel-
der, das Soliton und das Antisoliton. Um die Aquivalenz zu gewahrleisten, miissen die
Kopplungskonstanten iiber die Beziehung

32 ™

8%—52_7r+2g:l/

miteinander verkniipft sein. Der Parameter v wird spéiter im Bootstrap-Bild auftauchen.
Die oben angegebene Beziehung von v zu g und g folgt dabei aus dem Vergleich einer
Entwicklung der spéter herzuleitenden exakten Bootstrap-Ergebnisse mit einer Storungs-
entwicklung der S-Matrix ausgehend von der Lagrange-Formulierung.

3.3.2 Das Bootstrap-Programm: Die Soliton-Antisoliton-S5-
Matrix

Als , elementare“ Teilchen des Sinus-Gordon-Modells wollen wir — die Aquivalenz mit dem
massiven Thirring-Modell verwendend — das Soliton s und das Antisoliton § ansehen. Da
hier im Gegensatz zum Z(N)-Modell auch Riickwértsstreuung auftritt (oder zumindest
auftreten kann), hat man es a priori mit einer nichtdiagonalen S-Matrix zu tun. Aus
Ladungserhaltungs- und Symmetriegriinden folgt in der kanonischen Basis e; = |ss),
ey = |s8), e3 = |5s) und e, = |35) in V] ® V3 die generelle Struktur

a) 0 0 0
0 Ho) rO) 0
SO=1 0o ) «o) o
0 0 0 a®)

Dabei ist zu beriicksichtigen, da} die S-Matrix eine Abbildung S : V; @ Vo, — Vo ®
V) ist und bei der entsprechenden Basis im Zielraum die Teilchen vertauscht sind. Die
Amplitude fiir die Streuung zweier (Anti)-Solitonen ist a(#), und ¢(#) bzw. r(#) sind
die Amplituden fiir die Vorwérts- bzw. Riickwértsstreuung eines der beiden Teilchen an
seinem Antiteilchen. Der letztgenannte Sachverhalt spiegelt sich in den Abbildungen®

P e P &d PEd
_ = a(6) — = t(0) - =r(0)
393595 39§§93 895593
wieder.
Die S-Matrix hat die Eigenwerte
Si(0) =t(0) £r(9) und a(h),

die zu den Eigenvektoren %(|s§> + |ss)) bzw. |ss) und |s5) gehoren. In Abschnitt 1.3.7
haben wir gesehen, dafl den Polen der Eigenwerte gebundene Zustinde entsprechen. Um

5Zur Erinnerung: Die Diagramme sind von unten nach oben zu lesen!
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weitere Aussagen treffen zu kénnen, ist es jedoch zuerst einmal notwendig, die S-Matrix
konkret gegeben zu haben®. Die Crossing-Relationen (1.16) lauten

a(f) = t(im — 0) und r(@) = r(ir —0). (3.3)
Die Unitaritit (1.15) hat die Bedingungen
a(@a(—0) = 1

H—0)t(0) + r(—0)r(0) = 1 (3.4)
H—0)r(0) + r(—0)tO) = 0

zur Folge. Aus der Yang-Baxter-Gleichung erhilt man
r(ﬂlg)a(ﬁlg)r(ﬂgg) + t(912)r(913)t(923) = a(@lg)r(913)a(923).

Dividiert man dies durch r(012)r(613)7(623) und setzt h() = %, so ergibt sich fiir den

speziellen Fall 6; > 6y > 63 unter Ausnutzung der Crossing-Relationen (3.3)
h(im — 013) + h(012)h(0e3) = h(im — O12)h(im — Os3).
Mit @ = 6, und ' = 653 haben wir dann wegen 6 + 6’ = ;3 die Funktionalgleichung
h(im — 60 — 0") + h(0)h(0") = h(im — O)h(imr — ')
mit der Losung

h @
ho) = -z (v >0).
Sh7

Um daraus die gesuchten Amplituden zu berechnen, verwenden wir den Cauchy-
Integralsatz in der Form”

1 ¢)d¢

7i Jo sh(z — ()
wobei f(z) innerhalb des Weges C analytisch ist. Wenden wir dies fiir C = R + i0 U
R + ¢ — 0, wobei der Weg im mathematischen Richtungssinn durchlaufen wird und
im Unendlichen geschlossen ist, auf die Funktion f(z) = Int(z) an, so ergibt sich unter
Annahme der Analytizitdt im betrachteten Bereich

1 Int(¢)d¢ RS o d¢
) = 55 ww-0 " 27ri/_oo sh(0—C)

Nun 148t sich das Produkt der Amplituden ¢ im Integral durch A ausdriicken iiber

HO) _ Q) rlim—¢) _#Q) rlim—¢) _ A

a(C)  r(¢)  ul(Q) r(¢Q) t(im—¢)  h(ir =)’

wobei nur die Crossing-Relationen (3.3), die Unitarititsbeziehungen (3.4) und die Defini-
tionsgleichung fiir A verwendet wurden. Setzt man die vorhin erhaltene Losung fiir A ein,
so ergibt sich schliefllich

In(¢(Q)t(im + ¢)).

t(Qt(im + ) = t(()a(=() =

' 1 00 d<— sh im—(
= — = — l v .
alf) = tlim = 6) omi P /_Oo sh (6 + ¢) "o §



3.3. DAS SINUS-GORDON-MODELL

Tabelle 3.3: Ubersicht iiber alle moglichen Fusionsprozesse im Sinus-Gordon-Modell

65

Prozef Rapiditit des gebundenen Zustands | Bindungswinkel
5+5— by Y F Z (1 —vk) = v £ 5 (1 - vk) im(1 — vk)
s+by, —>s Vs Fimvk =y, £ 5 (1 — vk) 51+ vk)
S+b,— s fyg:Fka—%k:I:Z—”(l—Vk) (1 + vk)

b, +b, — bk+l ’ka F ”wl =Yy %k %(k + l)
bk+l+bk —)bl Vorts :F%k Yoy, :|:Z7T(1— %(k—i‘l)) Z7T( — %l)

Von Zamolodchikov stammt die Formel (siehe [59])

HH2l+u k) + 2 2(
A+v(l+k)—L 20

k=0 [=0 s

+1) +kv+ L
X

+1)+kv—L
2A+1+vk+1) -2

1T

X
2+1+vk+1)+L

2l+1+k1/—%
2041+ kv+ L’

die die Extrapolation eines semiklassischen Ergebnisses darstellt und mit der oben an-
gegebenen Formel iibereinstimmt. Fiir die anderen Amplituden erhélt man aus (3.3) die
Gleichungen

_t(B) r(im —0) h(#) B sh?
O = om0 " im0 ® = za®

Im nachhinein stellt sich heraus, dafl das Vorgehen nur erlaubt ist, falls der Parameter
die Ungleichung v > 1 erfiillt, da nur dann In¢(#) im physikalischen Bereich analytisch
ist. Wir kénnen die erhaltenen Ergebnisse allerdings auf andere Werte von v analytisch
fortsetzen, so dafl wir eine Theorie auch fiir » < 1 erhalten haben, die wegen der dort
auftretenden gebundenen Zustédnde besonders interessant ist.

3.3.3 Weitere Teilchen: Breather

Die Eigenwerte Si(0) = t(0) £ r(0) der S-Matrix haben geméf (3.5) einfache Pole, die
gebundenen Zusténden entsprechen konnen, an den Stellen im(1 — vk), wobei S einen
Pol fiir gerades k£ und S_ einen fiir ungerades k besitzt. Da sie im physikalischen Streifen
0 < Im @ < 7 liegen miissen, um physikalisch relevant zu sein, hat man die Grenze k < %
Die Pole gehoren zu den Fusionsprozessen by = (s5), wobei die sogenannten Breather by
ungeladene Teilchen sind, d.h. es gilt b, = bj,. Fiir v > 1 gibt es keinen Breather im Modell,
fir § < v <1 zwei, usw. Wie im Z(N)-Modell kénnen diese Breather ihrerseits nach den
zwei Regeln by = (biby) und b, = (byyibx) fusionieren, wobei die beiden Prozesse iiber
die Crossing-Symmtrie (1.16) der S-Matrix miteinander verbunden sind. Von diesen Polen

Die folgende Herleitung orientiert sich an [49].
"Nach dem Residuensatz hingt der Wert des Integrals nur vom Pol ab und dort verhilt sich der

1K) genau wie bei der bekannten Form des Cauchy-Integralsatzes.

Integrand wie = 5
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Tabelle 3.4: Phasenkonventionen und erweiterte Intertwiner fiir das Sinus-Gordon-Modell

Objekt  Wert | Objekt Wert | Objekt Wert Objekt Wert

s . 1 = (—1)F 1
§s 72 Py 72 Nss "7 [R5 Moy Zﬁ|Rs§|2
s 1| o 1 M. iR} |2 e i(—DFR; |2
Se  (CDE] b (=DF |y i(=DERY 2| mbe i|R;, |2
G (CD| o (DR ms DML | 0 iR
5, 1 b’;';s 1 o, L n (D4R
T b L om ARG R
Srom 1|1, AR | Ry,
SRS N I S NN N PO 1V O] LI I a1V O

abgesehen gibt es noch eine ganze Menge an Doppelpolen, die jedoch keine Fusionsprozesse
beschreiben. Die Amplitude a(f) hat keine einfachen Pole im physikalischen Streifen, so
daf} es keine gebundenen Zusténde der Form (ss) oder 55 gibt.

Die Intertwiner aus Abschnitt 1.3.7 haben gem#fl der von uns gewéhlten Basis der
diagonalisierten S-Matrix fiir die Soliton-Antisoliton-Fusionen die Form

oo = ED° (3.6)

<=

w»n O

Yk

Il
S‘ —
)

Genauer miifite man schreiben

+ _

1 +1
s5 \/i 55 \/5?

wobei fiir ungerades k die ,,—“-Intertwiner und fiir gerades k die ,,+“-Intertwiner die phy-
sikalischen interessanten sind, entsprechend dem Ursprung der gebundenen Zusténde by
aus den Polen von S (f). Fiir rein mathematische Zwecke — z.B. zum Test der Relatio-
nen (1.12) — sind immer beide Anteile zu beriicksichtigen. In Tabelle 3.4 ist eine Wahl
der Intertwiner angegeben, die konsistent ist mit dem Bootstrap-Bild, d.h. Orthogona-
litdts- und Vollsténdigkeitsrelation (1.12) wie auch die Beziehungen (1.13) und (1.14)
sind erfiillt. Diese Behauptung 148t sich leicht anhand der Tabelle nachpriifen, wenn man
die Beziehungen zwischen bestimmten Residuen verwendet, die weiter unten in Lemma 6

hergeleitet werden.

Aus Platzgriinden soll hier darauf verzichtet werden, die anderen S-Matrizen analog
zu dem Vorgehen beim Z(N)-Modell herzuleiten. In [28] sind alle iibrigen S-Matrizen
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angegeben. Sie haben die Darstellung

Sy () = tani(9+””’m+n ) Y tan & (0 + 24 (m +n — 2r))
bmbn tan 5: (0 — T%(m +n)) 13 tan 5 (0 — Z¥(m 4+ n — 2r))
H " tan & (0 + Z¥(m+n —2r))
’ o tan o ( — ”;”(m +n— 2r))
n—lsin%(9+%(1+y(n—2r))> n sing (0 + 2 1+1/n—2r)>
Sp,s(0) = )

>
_|_

. si %(94—”(14—1/71)) sin%(
= (=0 %(9—?(1+yn))sin%(

5
|

N (
(—1) ,,leini.( _i_7r(1+y(n—2r))) o sin L(e %(1+un—2r)
(
(
(
5 (

3.3.4 Konsistenz mit dem Bootstrap-Bild

Um die Konsistenz des Bootstrap-Bildes zu iiberpriifen, miissen wie schon beim Z(N)-
Ising-Modell einige Residuen berechnet werden. Wir setzen

R .= TRes Sy,(0), R = Res Si(0),

by s 9=%’(1+uk) by, ( ) + f=in(1-vk) ﬂ:( )
.bk+l _ - by _ ~
Ry, = 0:%6(816“)51;@1(9), Rbk,bk+, = 0:}}88_%”51;,1&1(9).

Lemma 6 (Residuen der S-Matrizen im Sinus-Gordon-Modell).
Die Residuen der S-Matrizen, die fiir Fusionsprozesse relevant sind, gentigen den Bezie-
hungen

R§c+l,l = Ric,k—i—l = Ry und 2R§k$ = RY. (3.8)
Die Phasen der Residuen efiillen
iRy = —|Ry und iRy = —(=1)*R;, |- (3.9)

Beweis. Zum Prozef s = (bys) mit dem Bindungswinkel 6; . = 2 (1+vk) gehort offenbar
das Residuum

i - (_Dklﬁ(sm (1+V(k m))) sinZ(L+vk) 1

1 P T
sinZ 5 Tym 5% sin 5 vk

m=1

k-1
m m
= 2i(—1)*cot vk t> —vm.
i(—1)%"co 5V n!_:[lco 5V

Der doppelte Wert, ergibt sich fiir &% [60].
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Die gleichen Uberlegungen miissen fiir die F‘usionsprozesse_ bt = (bgby) und b =
(bkbr11) durchgefiihrt werden. Im ersten Fall ergibt sich mit M = max(k,[) und M =
min(k, ) wegen M + M =1+ k aus (3.7) schnell

e _ R ED) %lta k+l— ]‘ﬁ tan = (k + 1 — m)
bibr 2i L2 tan urd tan ZXm
0 tan ZX(1 4 k) ta 2””(l+k—1) - tan? —(M+1)tan - tan (M + 1)
= 1 .
tan %”(M —1)---tan XM tan® (M — 1) - - - tan® Z*

Kiirzen einiger Terme ergibt

tan Z(I + k) tan® Z2 (1 + k — 1) - - - tan® Z(M + 1) tan M)
' tan 22 M tan® 2 (M — 1) - - - tan® T '

R = 2i (3.10)

Im zweiten Fall ist der Pol bei § = im(1 — %) in der Darstellung (3.7) in dem Produkt fiir
den Index m = k verborgen. Es folgt

ah _ tan} (1+ vk) kl:[ tan 1+V(k_7")) 2><
besbrtt g T (1_1/ k+l ot tan;(l—u(k—!—l—?‘))
Pl fan T T(1+v(k—1))

Xtan%(l—ul)mgrltan2( vik+1-r))

.o

Durch Ausschreiben kann leicht gesehen werden, dafi das letzte Produkt gerade 1 ergibt.
Unter Verwendung von tan(§ +a) = Fcota = F L hat man daher nach Sortierung der

tan
Terme
b 2,tan Z(k+1)tan® Z(k+1—1)---tan® Z2(I + 1) tan &
= 2i :
i D+ tan 5k tan? & (k — 1) - - - tan® &~

Ist k <! kommt man mit M =1, M = k direkt zu Gleichung (3.10). Andernfalls kiirzen
sich einige Terme, worauthin man mit M =k, M = ebenfalls zu (3.10) gelangt. [

Im eben genannten Lemma wurde implizit ein Fusionsprozefl b, = (by1,b) postuliert,
der sich spéter als fiir die Lokalitdt des Sinus-Gordon-Modells notwendig herausstellen
wird, jedoch in der Literatur bisher noch nicht diskutiert worden ist. Die Konsistenz
dieses Prozesses mit dem Bootstrap-Bild wird in Anhang C bewiesen.

Den Abschlufl dieses Kapitels bildet der

Satz 7 (Konsistenz des Bootstrap-Bildes fiir das Sinus-Gordon-Modell).

Das Sinus-Gordon-Modell ist fir die oben definierten S-Matrizen und die Intertwiner
aus Tabelle 3.4 konsistent mit dem Bootstrap-Bild, d.h. die Gleichungen (1.12), (1.13)
und (1.14) sind erfillt.

Beweis. Fiir Prozesse an denen aussschlieflich Breather beteiligt sind, ist die Aussage wie
beim Z(N)-ising-Modell fast trivial. Interessanter wird es, wenn Solitonen oder Antisoli-
tonen beteiligt sind. Nach Tabelle 3.4 gilt aber auch hier

0 0t = 0L 0% + 670 =1 B 0% = 0%+ 670 =0
G105, = OV 0% + 005, =1 B 0%, = 0T 0% + 6705, =0
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Alle anderen Vollstindigkeitsrelationen (1.12) kann man sofort aus der Tabelle ablesen.
Nimmt man die Ergebnisse von Lemma 6 zu Hilfe, kann schnell gezeigt werden, daf}
mit 4+ = (—1)* folgt

iRes S33(0) = ¢ iRes Sygs = myynls  iRes SE(0) = ¢ iRes Sygs = nlk
k k k k
iRes S1(0) = ¢¥iRes Swoy, = my  iRes ST(0) = ¢TiRes Saog, = ;.
Fiir Prozesse an denen sowohl Breather wie auch Solitonen oder Antisolitonen beteiligt
sind, erfiillen die erweiterten Intertwiner ebenfalls Gleichung (1.13). Auf das explizite

Hinschreiben wollen wir an dieser Stelle verzichten. Die Relationen (1.14) lassen sich
ebenfalls leicht an Tabelle 3.4 ablesen, wenn man Lemma 6 beriicksichtigt. O
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Kapitel 4

Formfaktoren und Lokalitat

4.1 Einleitende Bemerkungen zur Thematik

F. A. Smirnov hat in seinem Buch [16] fiir bosonische Felder gezeigt, dal man ausgehend
von den S-Matrix- und Formfaktoraxiomen in den Definitionen 1 bzw. 2 die Lokalitéit
der Felder zuriickerhélt, sofern keine gebundenen Zustéinde vorliegen. Dies wird dadurch
ausgedriickt, daf§ beliebige Matrixelemente des Kommutators [0 (z), Oa(y)] fiir raumar-
tigen Abstand = —y verschwinden. An einigen Stellen verwendet Smirnov jedoch Formeln,
die gewisse Vorzeichen enthalten, die nicht richtig sein konnen. In Kapitel 2 sind bereits
die Rekursionsbeziehungen (2.13) hergeleitet worden, mit deren Hilfe in diesem Kapitel
eine korrigierte allgemeine Crossing-Formel bewiesen wird, die zudem mit der ebenfalls in
Kapitel 2 iiber die Zamolodchikov-Algebra gewonnenen Gleichung (2.32) iibereinstimmt.
Bei meinen Untersuchungen stellte sich heraus, dafl mit diesen neuen Formeln der Beweis
von Smirnov ohne sonstige Anderungen weiter verwendet werden kann. Wo die Fehler im
Buch von Smirnov genau liegen und wie sie in seiner Nomenklatur zu beheben sind, ist
Gegenstand des Anhangs D.1.

Im ersten Teil dieses Kapitels wird eine korrigierte Version des Beweises von Smirnov
vorgestellt. Dies erfolgt in einer Nomenklatur, die natiirlicher und damit verstdndlicher
ist als die urspriingliche. Dabei werden auch graphische Methoden verwendet, die eine
iibersichtliche Deutung der Gleichungen erlauben und einem ein Gefiihl fiir die einzel-
nen Schritte vermitteln, in denen zum Teil mit auflerordentlich uniibersichtlichen kom-
binatorischen Ausdriicken gearbeitet wird. Der zweite Teil dieses Kapitels enthélt das
Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit. Es wird gezeigt, daf} sich der oben genannte Be-
weis auf Modelle erweitern 148t, in denen gebundene Zustédnde auftreten. Aus meinen
Untersuchungen zu dieser Thematik resultierten die in bezug auf Phasenkonventionen
und eine mogliche graphische Interpretation optimierten S-Matrix- und Formfaktorglei-
chungen (1.19) bzw. (2.20), die gebundene Zusténde beschreiben. Auflerdem wurde im
Sinus-Gordon-Modell ein in der Literatur bislang noch nicht diskutierter Fusionsprozef3
entdeckt (vgl. Kapitel 3).

4.2 Einfiihrung einer kompakten Nomenklatur

In den kommenden Abschnitten treten komplizierte kombinatorische Ausdriicke auf, die
sich nur dann einigermafien handhaben lassen, wenn man sie in (geordneten) Mengen

71
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zusammenfaflt.

Seien n Teilchen durch (g, €),- -, (an, €,) charakterisiert. Dabei steht a wie bisher
fiir die Rapiditédten und e fiir die inneren Freiheitsgrade. Wir fassen diese Quantenzahlen
zu einer Menge zusammen, deren Bezeichnung moglichst dem Namen der Rapiditidten
entlehnt sein soll. In diesem Fall haben wir also

A= {(a,61), -+, (am, ) }.

Wichtig ist, dal diese Menge als geordnet angesehen werden soll. Diese Ordnung hat
jedoch a priori nichts mit der Grofle der Rapiditiaten zu tun!
Im n#chsten Schritt definieren wir Mengen, die nach aufsteigenden bzw. absteigenden

Rapiditéten geordnet sind. Sei A = {(«aq,¢€1),---, (an, €,)} wie oben und 7 € S(n) eine
Permutation mit a1y < age) < -+ - < agr(n). Dann setzen wir

%

A= (), exm)s 5 (n2); €n)), (Qn1), €nr))}

%

A = {(ory, €x1)), (Qr2) €x2))s -+ 5 () s €x()) }-

Die Vorstellung dabei ist, dafl A aus A durch eine Art ,Konjugationsprozef3* entsteht,
bei dem die Reihenfolge bekanntlich auch vertauscht wird. Diese Nomenklatur wurde von
Smirnov eingefiihrt und erweist sich als hilfreich, um die komplizierten kombinatorischen
Ausdriicke, die spéter auftreten werden, einfacher handhaben zu koénnen.

Die Vereinigung zweier Mengen A = {(a,€1), -, (ap,€6,)} und B =
{(B1, 1), , (B, ftm) } schreiben wir als

AUB = {(ar,€1), -+, (o, €), (B, 1), 5 (B o) }-

Das ,U“-Zeichen steht nicht fiir die normale mengentheoretische Vereinigung, sondern
beriicksichtigt, dafl wir mit geordneten Mengen arbeiten. Im allgemeinen gilt daher A U
B # B U A und auch die Ausdriicke AUB und A U ‘B miissen strikt unterschieden
werden.

Zu einer Menge A = {(ay,€1), -, (an,€,)} von Quantenzahlen definieren wir den
(rapiditéitsgeordneten) Zustand

|A> = |(a1161)7 T 7(ana€n)>

und den dualen Zustand
(AT| = ((ons €n), -+ 5 (a1, €1)].

Dabei ist AT = {(« ?—6") - (a1, €) }. Mit dleser Nomenklatur gilt AT = A und umge-
kehrt. Offenbar ist | A ) ein in-Zustand und | A) ein out-Zustand. Die graphische Notation
€1 €9 €n

A) = — |Q1 |Q2 Cp . .
| > A <AT| - oy e (7%

€1 €2 €n
wird in Zukunft niitzlich sein. Der Gesamtimpuls des Zustandes |A) ist der Vektor

P= 3 () )

(a,€)€A
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Er hat offensichtlich die Figenschaften

P(AUB) = P(A) + P(C) und P(A) = P(A) = P(A).
Nach diesen Vorarbeiten konnen wir zu den Definitionen von S-Matrizen und Form-
faktoren kommen. Die Mengen A U B und C'U D mdgen (in beliebiger Ordnung) die
gleichen Rapiditdten enthalten. Der Ausdruck

S(CUD|AUB)

soll das Produkt von Zweiteilchen-S-Matrizen darstellen, das den Zustand |[AU B) in |C'U
D) iiberfiihrt. Dabei konnen Teilchenumwandlungen stattfinden. Wegen der Yang-Baxter-
Gleichung ist die konkrete Darstellung nicht eindeutig. Hier interessiert jedoch auch viel
weniger die konkrete Form als vielmehr die graphische Interpretation, die durch

o |p
S(C UD|AU B)
A B

gegeben ist. Es mag am Anfang etwas verwirrend sein, daf} eine ganze Menge von Rapi-
ditdten mit einer einzigen Linie dargestellt wird. Dies ist jedoch zweckmiflig, da man es
spater mit sehr vielen dieser Linien zu tun haben wird und die Diagramme so einigermaflen
iibersichtlich bleiben.

Um diese Definition zu veranschaulichen, betrachten wir das Beispiel A = {ay, as},
B = {asz,aq, a5}, C = {an, aq, a2} und D = {as,a3}. In diesem konkreten Fall erhalten
wir die Darstellung

C D
C D P e U
‘ ‘ a1 (g Q25 Qg
S(CUDIAUB)| =
J{ g 1 Oy (X3 (g4 Oy

Ein weiteres Beispiel ist in der Abbildung

[
S(BUAJAUB) | =
Ao

zu sehen.
Die oben angefiihrte Konvention wird in natiirlicher Weise erweitert, um fiir Mengen
AjU---UA, und By U---U B,,, die die gleichen Rapidititen enthalten, den Operator

S(BiU---UB,|A U---UA,)
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zu definieren. Zerlegt man alle Mengen in einelementige Mengen und schreibt diesen Aus-
druck mit Hilfe von Zweiteilchen-S-Matrizen kommt man zum urspriinglichen Bild. Es ist
klar, daf} eine derartige Schreibweise nur verwendet werden kann, da das Modell integra-
bel ist und somit u.a. auch die Unitaritdt (1.15) und die Yang-Baxter-Gleichung (1.17)
erfiillt. Da an die Linien meistens Rapiditdtenmengen geschrieben werden, wollen wir in
Zukunft die Angabe der konkreten S-Matrix in dem Kasten unterlassen.

Formfaktoren werden wie schon zuvor formal interpretiert als Matrixelemente eines
lokalen Operators mit rapidititsgeordneten Zustinden. Setze dazu

f(B|A) = (BTO(0)|4) = f(Br,- -, Bulen, -+, aw).
und verwende die graphische Notation
B
(BT|O(x)|4) = (_O(x) f(B|A) =
A

Die Crossingrelationen in Abschnitt 2.2.2 haben gezeigt, dafl diese Objekte nicht analy-
tisch sind, wenn zwei oder mehr Rapiditidten auf der linken und rechten Seite iiberein-
stimmen, d.h. fiir AN B # (). Bei Gleichheit von Rapidititen oben und unten treten die
Formfaktoren in den Crossing-Relationen (2.13) als Randwerte von analytischen Funktio-
nen mit geeigneter +i0-Beschreibung auf. Die Crossing-Relationen fiir A N B # () lauten
in dieser Notation

f(B|A) = C(B)f(B" +ir —i0,A) = f(A, B" —ir +i0)C(B" — in)

bzw. graphisch

Die Ladungskonjugationsmatrizen haben dabei die graphische Darstellung
A AT +ir o ap o +im

Zusétzlich zu den oben angefiihrten Definitionen benétigt man eine verallgemeiner-
te J-Funktion. Fiir beliebige Mengen von Quantenzahlen A = {(c1,€),---} und B =

{(B1,11),---} setze
[A|

A(B4) = 1(BIA) [] (4m5(5; - o).

i=1
Dabei ist I(B|A) der Operator, der die mit den Teilchen aus A bzw. B verbundenen

Raume identifiziert, d.h. in Komponenten

41
I(BJA),T _5|'§"H5 .
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Beide Konstrukte sind nur von 0 verschieden, falls die Mengen A und B die gleiche Zahl
von Elementen enthalten. Der graphischen Notation
B v Y|A|
| B B B
| Qo O4|A\
A €1 €y €| A|

A(B|A) =

entsprechend werden durchgezogene Linien als A-Funktion interpretiert.
Das Symbol [ dC ist fiir n = |C] definiert iiber

d’Yl d’Yn
/dC_E > / .

€1y €n

Sind zwei Formfaktoren durch Linien miteinander verbunden, so wird iiber alle M6glich-
keiten der Zwischenzustinde summiert, d.h. iiber Rapidititen integriert und iiber Teil-
chenzahl sowie Quantenzahlen summiert. Demnach gilt z.B.

= S0 JACHOIC(O) AT + i),

C CT +irm

Die Summe iiber die Teilchenzahl und gebenenfalls auch iiber einzelne oder alle Quanten-
zahlen entfillt, wenn diese explizit angegeben werden.

4.3 Vorbereitungen fiir den Beweis

Bevor wir zum Beweis des Kommutativitdtstheorems kommen koénnen, ist es erst einmal
notwendig, gewisse Beziehungen aus Kapitel 2 in die neue Sprache zu iibersetzen und
auflerdem noch zu verallgemeinern. Das erste Lemma hélt noch einmal die Beziehun-
gen (2.13) in der neuen Schreibweise fest.

Lemma 8 (Einteilchen-Crossing). Fir reelle Rapidititenmengen (3, A, B mit |3| = 1
gelten die beiden Crossing-Relationen

f(BUBJA) = Z Aﬁ|A (B|A2)S(A, U Ay A) + C(B)f(B|B + i — i0 U A)
= 3 S(BUBIBUB)F(BIANA(S|A2)S(A; U A,[A) (4.1)

+S(BUB|BUB)f(B|AU B — i + i0)C(3 — ir).

Graphisch lautet diese Beziehung

BB
s B | |

B
\ | |
B B i
1A2 A, A2
A \
A
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Beweis. Das sind einfach die Beziehungen (2.13) in der neuen Notation, wobei fiir das
rechte Gleichheitszeichen die Watsongleichung (2.17) verwendet wurde. O

Eine erste Verbindung von physikalischen Matrixelementen und Formfaktoren wird
hergestellt durch den

Satz 9 (,,Rechts“-Crossing).
Seien A und B beliebige Mengen von Rapidititen (und den dazugehdrigen inneren Quan-
tenzahlen). Dann gilt

(B10(0)[A) = f(B|4)

= Y $(BIUBBUB,) f(TUB| —ir+i0)C(B; —im) A(Ba ) S (UL [, U 4y).
A=A1UA-
B=B1UB>

Die dazugehdrige graphische Interpretation ist

>
>

M%m
1
}
w
~F
o
ot

>t —

Man vergleiche diese Formel mit dem Ergebnis aus Abschnitt 2.4.5.

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 8 werden wir statt der eigentlichen Behauptung fiir festes
B = By U B, per Induktion nach |B;| die Relation

FBUBI ) = Y SBIUBIBUGUT) X

A=A1UAy
B1=C1UC5
F

x f(Bal T U T, — im +i0)C(T — im) AT T S(T U T )

mit der anschaulichen Interpretation

beweisen, aus der dann die Behauptung folgt, wenn By = () bzw. |B;| = |B| gesetzt
wird. Im Falle |B;| = 1 besagt die Formel nichts anderes als die in Lemma 8 angegebene.
Damit haben wir den Induktionsanfang. Das Ziel ist, ein Teilchen aus der Menge By
herauszul6sen und der Menge By zuzufiihren, wobei sich diese Aussage auf die Bedeutung
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der beiden Mengen in der angegebenen Formel bezieht. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt

fBUsUBT) = Y $BUBUBIBUB UG UT) X

A=A1UAs
B1=C1UC>
F

x f(BU By, UCh — im +i0)C(Ty — im)A(C1| A1) S(T; U 4 A)

bzw. graphisch

] ) B B C#i0 C,
i A, A
A

Nach Anwendung von (4.1) in der Form!

>t

FBUBILUT, —im+i0) = $(8U Ba[By U B)f(Bal X, UCh — im + 0 U B — i + i)
+ > S(BUB[BUR) f (B DiUCs —im+i0) A (8 D3) S(Dy UC; —imUD; | 4,UC, i)

As=D1UDo

oder graphisch

erhélt man wegen Unitaritét (1.15) und Yang-Baxter-Gleichung (1.17)

FBUsUBT) = Y SBUBUBIBUGUBUT) X

A=D1UDsUA;
B1=C1UCy

x f(Ba|Dy U Ty — i +i0)C(Cy — im) A(BU Ty | Dy U L) S(Dy u Dy U T 1) +
+ Y S5BUsUBIBUGUAUD) X

A=D1UPUA;
B1=C1UCy

 f(Ba|Dr U Ty — i +i0U B — im +i0)C(Ty — in U B — im) A ) $(Dy u T, |2

A)

'Man beachte, da8 3 und C zusammen keine singuliren Beitrige bilden kénnen.
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mit der Darstellung

ot
ot
L] >t

>t —
>t

Die Ausdriicke lassen sich leicht zusammenfassen und ergeben die Behauptung. O

Das nichste Lemma beinhaltet eine analoge zweite Darstellung von physikalischen
Matrixelementen durch Formfaktoren.

Satz 10 (,,Links“-Crossing).
Seien A und B beliebige Mengen von Rapidititen (und den dazugehdrigen inneren Quan-
tenzahlen). Dann ist die in Satz 9 angegebene Darstellung dquivalent zu

(B|o(0)[1)
= Y $BiUBBUB)ABIL)CB) (B +ir —i0U ) S UL | U A).

A=A1UA>
B=B1UB>

Graphisch bedeutet dies

wt

B -
BZ
e -
A

Beweis. Der Beweis von ,, Links“-Crossing ist v6llig analog zu dem von ,,Rechts“-Crossing
(Lemma 9), wobei wieder Lemma 8 verwendet werden muf. O

>t

Das folgende Lemma ist der zentrale Teil im Beweis des Kommutativitdtstheorems fiir
Modelle ohne gebundene Zustinde. Fiir Matrixelemente von Produkten von Operatoren
werden zwei qualitativ verschiedene Darstellungen hergeleitet, die eine derart aufeinan-
der abgestimmte Polstruktur aufweisen, dafl der eigentliche Beweis der Lokalitit nachher
eigentlich trivial wird.
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Lemma 11 (Feldproduktdarstellungen).
Das Matrizelement eines Produkts von Operatoren lifit sich folgendermaflen ausdriicken:

(B1o/@)0)[T) = 1 Z/dosmﬁuﬁuﬁ

A= AlUAQUA?, |C‘ 0

B=B1UB2UB3

fl(f4_2U?UBl z7r+zO)C §|A3 C’UA3|1T3U<€)
<_
CU§ f2B2+Z7T—ZOUﬁ+Z7T—ZOUA1)

S(A2 UL U 1<4—1|A<*1 U Ay U Ag)etP(Bz-iP(A2)eiP(C)(w—y) +iP(B)y-iP(A1)y

(B1o:m)oi@)[T) = % Z/dosmﬁuﬁuﬁ

A= AlUAQUA?, |C‘ 0
B B1UB>UB3

fi( jﬁTgUﬁ z'7r—i—z'0U§1> z7r+zO)C(ﬁ—z7rU§1>—i7r)
SCL, U T, U T U A, U Ay)etiPBa—iP(A2)o+iP(C)o—y)+iP(Ba)y—iP(A1)y

Die Diagramme zu den Formeln sind in den Beweisen angegeben. Man beachte, daf$ die bei-
den Darstellungen nicht durch die Ersetzungen x <>y, fi <> fo auseinander hervorgehen,
also qualitativ verschieden sind. Die Unterschiede liegen zum einen in der unterschiedli-
chen Stellung der beiden f und deren jeweiligen Argumenten und zum anderen in dem
Vorzeichen der Impulse P(C) und in der S-Matriz zwischen den beiden Formfaktoren.

Weiter hdngen beide rechten Seiten nur von x — y ab, wenn man die Gleichungen mit
ePAr=iP(BYy multipliziert.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an der graphischen Darstellung, die auf der n#chsten
Seite zu finden ist, und nimmt in den verwendeten Begriffen auf sie bezug.

1. Der erste Schritt besteht darin, ein vollstindiges Orthonormalsystem von in-
Zustéinden einzuschieben und die Formel O(z) = e?*O(0)e * fiir die Translation
eines Operators zu verwenden:

T = (B|0)(2)O0s(y)|A) = Z/dD (B0, (2)| DNT|05(y)| A Z/dD

|D|=0 |D|=0

Z /dF §|(91 F |D ﬁ|(92 \eHP(BJo-iP(F)o+iP(D)y—iP(A)y
|F|=0
Die Séitze 9 und 10 erlauben offensichtlich mehrere Méglichkeiten fortzufahren.

Hier soll Satz 9 verwendet werden, um §|(’) 0) |F ) mlt Hilfe von Formfaktoren
auszudriicken, und Satz 10 entsprechend fiir (D |O5(0)| A) Damit folgt

Z /dDdF N S(BUBYB UB)A(F UB, —in +i0)C(B; —ir)

|D|,|F|=0 A=A1UA,
B=B1UB4
D=D1UDy
F=F1UFy

ABIFNS(F U R R OR)AF UR|D UDy)S(Dy U Da|Da U D)AD, )
(ﬁ)ﬁ(ﬁ i —i0Ua )5(54—4 U 1<4—1|A<——1 U A4)6+z’P(Bl)x—z‘P(Fl)eriP(Dl)y—z‘P(Al)y_
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Durch die ,, Mittelebene® A(/ﬁl U F4|/51 U Dy) laufen vier Bestandteile

(a) Von A bis B durchgehende Linien sollen mit A3 = B3 bezeichnet werden.
(b) Linien von A nach f; heifien im folgenden A,.
(c

(d) Linien von f, nach f; werden C' genannt.

Linien von f; nach B nennen wir B,.

)
)
)
)

Damit gllt offenbar A4 = D4 = AQ U Ag, B4 = F4 = BQ U B3, D1 =CU BQ und
F), = C U A,. Wir erhalten daher

T= Y Z/dCS(EuBQUB3|§1u§2uB3)

A=A1UA2UA3 |C‘:U
B=B1UB2UBs3

FEUA,UB, —ir+i0)C(B; —ir)S(EUA, U B, UB |0 U A, U By U Bs)
A(Bs|43)S(CUA; U By U B3|, U AzUC U Bo)C(O U Bo) fo(C U By +im —i0U )
S(E U A, U 1(4—1|j1 UA,U A3)6+z‘P(Bl)x—z’P(CUAz)x+z’P(0uBz)y—z’P(A1)y_

Wendet man F(gmfaktoraxiom (2.17) an, um C'U A, in E U T 7u trennen und
C U Bs in ﬁ U B,, und fafit dann alle S-Matrizen soweit wie moglich zusammen, so

ergibt sich

r- Y Y [awsEURIRE ORUS)

A=A1UAUA3 |C‘:U
B=B1UB2UBs3

ACLUCT UB, —in +i0)C(B; — i) A(By]43)8(C UL [T, U T)
C(CUB) (B +ir—i0UT +ir—i0Ud,)

5(144—2 U 1<4—3 U f4—1|m)6+iP(B1)x—P(Az)x—iP(C)(x—y)-i—iP(Bg)y—P(A1)y.

In der folgenden Graphik ist der Beweis noch einmal zusammengefaf3t:

e "
k)
|
ie)
=
it
ut

>t
>4

>t—
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wt
wh

>t
> —

2. Der zweite Teil des <Eevveises verlauft analog, nur daf diesmal Satz 9 verwendet
wird, um <ﬁ|(’)1(0)| A') mit Hilfe von Formfaktoren auszudriicken, und Satz 10 fiir

( |(92(0)|<F> Auf die Formeln soll hier deswegen verzichtet werden. Graphisch
verlduft der Beweis wie folgt:

w

>t

exp(...)

>t
>t —
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4.4 Das Kommutativititstheorem fiir Modelle ohne
gebundene Zustinde

Nach den Vorbereitungen des letzten Abschnitts werden wir uns nun dem ersten Haupt-
ergebnis zuwenden, das dann in spiteren Abschnitten auf Modelle mit gebundenen
Zusténden erweitert werden wird.

Theorem 12 (Kommutativitdtstheorem). Seien O;(z) und Oy(y) lokale bosonische
Felder, deren Formfaktoren die Formfaktoraxiome aus Satz 2 erfiillen. Das betrachtete
Modell weise ferner keine gebundenen Zustinde auf. Dann verhalten sich die Felder kausal,
d.h. fiir x —y raumartig gilt (im schwachen Sinn, d.h. fir alle Matrizelemente)

[O1(2), O2(y)] = 0 (4.2)

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit soll ¥y = 0 und desweiteren z° = 0 ange-
nommen werden. Dies ist (nur) moglich, da z und y raumartigen Abstand haben. Es ist
dann noch notwendig, zwischen positiven und negativen Werten von z! zu unterscheiden.

Zuerst soll jedoch das generelle Vorgehen verdeutlicht werden. Wir werden nicht (4.2)
zeigen, sondern nur, dafl beliebige Matrixelemente der linken Seite verschwinden. Dazu
gehen wir von den in Lemma 11 angegebenen Formeln aus und schreiben

(Bllo/@)0:)| Ay = Y fj / dCS(BrUB, U Bs| By U By U By) A(By| 5)

A=A1UA3UA;3 |C|=0
B=B1UB2UB3

[fl(fax_2 UC UB, —ir+i0)C(B, —inS(CT uLLuT)
C(C UB) (T +ir —i0U By + ir — i0 U Ap)e POav)
—CB)fo(By+im—i0U T UT)S(LUT|T UL,
[LUT —in+i0U B, —ir +i0)C(C —in U B, )t PO
SCL U ST U T[T U Ay U Ay)etiPBOr—iP(A2)atiP (Ba)y—iP (A1),

In der nachfolgenden Graphik ist die Gleichung dargestellt, die zu iiberpriifen ist:

B0

exp(-P(C)(x-y))
f, f, —

exp(P(C)(x-y))

Kl




4.4. LOKALITAT FUR MODELLE OHNE GEBUNDENE ZUSTANDE 83

Ausgeschrieben bedeutet dies

<—

/d0f1(54—2 UC UB, —ir+i0)C(B, —ir)$(C UL T, u )

)

C(BoU C)fo(By +im U C +ir U A, +i0)e PO@)
— /dCC(E)fQ(ﬁQHw— U UE)SCLUEIT U
0L, —i0U T —irUB, —im)C(C —in U B, —ir)etP@O@—v  (43)

Wegen P(C+in)=—P(C') und der Argumente der Formfaktoren liegt die Vermutung nahe,
daf} versucht werden sollte, fiir den ersten Summanden den Integrationsweg entsprechend
C — C — i zu verschieben. Das eréffnet dann auch Moglichkeiten, die Axiome iiber die
analytischen Fortsetzungen von S-Matrizen und Formfaktoren — die Crossing-Relationen
— anzuwenden.

Wir wollen annehmen, daf} sich die Formfaktorfunktionen und S-Matrizen fiir grofe
Werte im zu betrachtenden Bereich von C' geniigend gutartig verhalten, so dal das Kon-
vergenzverhalten der Integrale ausschlieflich von den Faktoren e*7(©)(=%) abhingt.

1. 2! <0:
Mit dieser speziellen Wahl von z! gilt

—P(C)(x—y)=— > mesh(y)z".

(v,6)€C

Soll C' gemafl €' — C' — iw ins Komplexe fortgesetzt werden, ist darauf zu ach-
ten, dafl das Integral konvergent bleibt, d.h. das Argument der Exponentialfunktion
sollte fiir den gesamten Bereich Im C' € (—m,0) einen negativen Realteil haben.
Im Anhang D.2 (Lemma 38) wird explizit gezeigt, dafl dies unter den genannten
Voraussetzungen der Fall ist.

Die néchste Frage ist die nach der Polstruktur des Ausgangs- bzw. Zielausdrucks,
um die Residuen zu finden, die beriicksichtigt werden miissen. Bei der Anwendung
des Residuensatzes wird ferner davon ausgegangen, daf} die beiden vertikalen Stiicke,
die benotigt werden, um den Integrationsweg zu schlieflen, keinen Beitrag liefern.
Dies ist, gerechtfertigt, wenn der Exponentialfaktor im Impulsbeitrag schneller ver-
schwindet als die Formfaktoren und die S-Matrizen anwachsen.

Fiir den Fall, dal das Modell keine gebundenen Zustéinde hat?, ist die Polstruktur
der linken Seite von (4.3) schematisch® in der Abbildung

T
B, Ay e <€

—> . .
oo o0 e 0 fl(_2> UBI_ZW+ZO)

Ay U
f2(BQ+i7rUﬁ+i7rUf4—1+i0)

Ay —aim By —im .
— 00— 00— — T

2Insbesondere hat also die S-Matrix keine Pole.
3Natiirlich sind die Realteile nicht in der dargestellten Weise geordnet.
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zu sehen. Dies folgt aus der Gleichung (2.19) fiir die kinematischen Pole der Form-
faktoren. Die rechte Seite hat die Polstruktur

O B +ir A +ir

s
0 f1<4_2 U — Z7TU§1> im)
® 0 o ® 0 o
A, B, f(§2>+z7r—z[)uﬁ 1<4_1)
—T

Die Vorarbeiten in der unterschiedlichen Darstellung der beiden Feldprodukte haben
also offensichtlich dazu gefiihrt, daf§ wir den Integrationsweg fiir die linke Seite
von (4.3) um —im verschieben koénnen, ohne irgendwelche Pole beriicksichtigen zu
miissen. Das ergibt die Bedingung

A0, —i0UC —irUB, —imC(B; —im)S(C —in UL LU T —in)
C(E)f2(§+iwuﬁ+iouf4—1+z’0)
- —C(E)f2@+m—iou%uE)S(Zu@%uE)
fi( Ag U — muﬁ—m)(}(ﬁ—muﬁ—m),

so daf} der Unterschied nur noch in den S-Matrizen und der Reihenfolge der Multipli-
kationen liegt. Durch die Crossing-Relation (1.16) der S-Matrix sollte die Beziehung
endgiiltig zu bestétigen sein, wie auch die Abbildung

A A L
C-imt c
E E-ir[

X3

nahelegt, die den wesentlichen Teilausschnitt des letzten Diagramms nach der Ver-
schiebung darstellt. Tatséichlich ist es unter Ausnutzung der Watsongleichung (2.17)
und der Yang-Baxter-Gleichung (1.17) moglich, den Pfeil {iber C' in den Formfakto-
ren und S-Matrizen simultan umzudrehen. Das dazu nétige Vorgehen ist schematisch

-0k

dargestellt. Anschliefend wird es durch das Einfiigen von Ladungskonjugations-
matrizen an geeigneten Stellen moglich, die Crossing-Relation fiir die S-Matrix zu
verwenden, woraus unmittelbar die Behauptung folgt. In der folgenden Abbildung
sind diese Schritte noch einmal dargestellt:

Ciim

>

]
>t
ot
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2. 2t > 0:
Da die Bedingung genauso gut ' > y' oder auch ' = 0, y' < 0 heilen kénnte und
da [Oy(y), O1(x)] = —[O1(x), Os(y)], ist dieser Fall kein qualitativ neuer, sondern

schon im anderen enthalten.
O

Der Beweis wird komplizierter, wenn gebundene Zustinde beriicksichtigt werden
miissen. Diese Problematik ist daher dem néchsten Abschnitt vorbehalten. Es ist auch
moglich, einen dem oben angegebenen analogen Beweis mit Hilfe des Ansatzes von Las-
hkevish und der Zamolodchikov-Algebra zu fiihren. Fiir diagonale S-Matrizen ohne Pole
wurde dies durchgefiihrt in [39]. Es ist dort allerdings nicht moglich, graphische Me-
thoden zu verwenden und zum anderen kommt man um die explizite Beriicksichtigung
der Residuen bei der Verschiebung des Integrationswegs nicht herum, die hier elegant
umgangen worden ist. Auflerdem ist meines Wissens nach noch nicht bekannt, ob die
Zamolodchikov-Algebra fiir alle Arten von S-Matrizen, also insbesondere auch nichtdia-
gonale, eine konsistente Darstellung in einem physikalischen Raum besitzt.

4.5 Gebundene Zustinde und Lokalitit

4.5.1 Darstellung der Uberlegungen am einfachen Beispiel

Das Ziel des Restes dieses Kapitels ist, den Beweis der Lokalitét auf Modelle zu erweitern,
die gebundene Zustéinde aufweisen. Die einzige Annahme, die wir verwenden wollen, ist
die Giiltigkeit des Bootstrap-Bildes. Wir werden sehen, daf} dies bereits ausreicht, um die
Lokalitit des Modells zu gewéhrleisten. Insbesondere sind dann das Z(N)-Ising- und das
Sinus-Gordon-Modell lokal.

In diesem Abschnitt sollen an einfachen Beispielen die Prinzipien vorgestellt werden,
mit denen die Pole, die zu gebundenen Zustdnden gehoren, behandelt werden kénnen.
Die Verallgemeinerung dieser Uberlegungen ist dann relativ trivial. Zur Erinnerung ist
im folgenden Diagramm die Polstruktur der Formfaktoren aus der ersten Formel aus
Lemma 11 gem#f (2.19) und (2.20) dargestellt, falls das Modell gebundene Zustidnde
enthilt.

s
B, 833 4, 888 — e -
' oo ' oo e 0 fl(fUCUBl_WT‘FLO)
g2 $28 fo(Bs +imU T +ir U +i0).

Ay —im By —im _

—e 00— 00— T
Wiren die neu auftretenden Pole, die zu gebundenen Zustédnden gehéren, nicht vorhanden,
wiirde man nach dem Resultat des letzten Abschnitts bei der Verschiebung des Integra-
tionsweges genau den Ausdruck bekommen, den man haben wollte. Beim Uberstreichen
dieser Pole, die auch in den S-Matrizen auftreten, werden Residuen aufgesammelt, die ins-
gesamt verschwinden miissen, wenn die Lokalitdt gegeniiber dem Modell ohne gebundene
Zustinde weiterhin bestehen soll. Es soll dabei angenommen werden, dafl alle einfachen
Pole zu gebundenen Zusténden gehoren.
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Hat man es mit einem Vakuum-Vakuum-Matrixelement zu tun, so ist dieses gleich

d . . i A
Z n! Z / 71 - fl (’Yla e 7777,)]61"'67» [fQ(f}/n‘i‘Zﬂ', e 771+Z7r)]5n"'€16 Zj Py y)

€1, s€n

In graphischer Schreibweise bedeutet dies

Verschiebt man die 74’s simultan um —im, wird kein Pol iiberstrichen, da die Differenz
der einzelnen +’s immer kleiner als alle méglichen Bindungswinkel bleibt. Simultan heif3t
dabei, erst v, um einen endlichen Betrag, dessen Imaginirteil kleiner ist als der des klein-
sten im Modell auftretenden Bindungswinkels, in der C-Ebene nach unten zu verschieben,
wobei nach Wahl der Verschiebung noch kein Pol iiberstrichen wird, und dies anschlie-
end auch hintereinander fiir 75, - - - zu tun. Am Ende dieses Verschiebungsschrittes haben
alle 7’s untereinander den gleichen Wert, so dafl wieder ohne Gefahr alle nacheinander
um einen endlichen Betrag verschoben werden kénnen. Nach einer endlichen Zahl dieser
Schritte sind alle 4’s um —im verschoben wurden, ohne das Residuum eines Pols beriick-
sichtigen zu miissen. Anschaulich kann man sich natiirlich auch eine unendliche Folge von
infinitesimalen Verschiebungschritten der oben genannten Art vorstellen, was die Bezeich-
nung simultane Verschiebung sicher besser trifft.

Betrachte nun den Spezialfall eines einzelnen dufleren Teilchens im Ket-Zustand. Nach
Lemma 11 hat das Matrixelement dann zwei Gruppen von topologisch verschiedenen
Graphen in der Summe: Eine Gruppe, bei der das duflere Teilchen in den Formfaktor f;
einlduft, und eine, bei der es dies bei fy tut. Betrachte fiir festes n einen Graphen

w  e=iPa-y)
(”}/1 + iﬂ', 51)
(’717 61)

vom ersten Typ bzw. in Formeln
1 d d . . iSSP ) (a—
- Z / ﬂ te fyn [fl (CY Yy 7771)]#61---6” [f2(7n +aAm, e, Y+ Zﬂ-)]En---Ele Z] PO y)

Da die Rapiditit o fest vorgegeben ist, wird man nun bei der Verschiebung der
Integrationswege der 7’s Pole iiberstreichen, die zu gebundenen Zustdnden gehdren.
Die verschiedenen auftretenden Bindungswinkel seien mit 6; bezeichnet, wobei |6;| <
|0,] < --- erfiillt sei. Fiir das oben betrachtete feste p sei weiter* Bf = {(uo —

4Das L steht fiir links, da p in diesen Fusionsprozessen links steht und wir spéter auch noch solche
betrachten werden, bei denen p rechts steht.
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b)|0; Bindungswinkel fiir die Fusion b = (u0)}. In einfachen Modellen werden diese Men-
gen nur aus einem Element bestehen, dies soll jedoch nicht vorausgesetzt werden.

Das Vorgehen ist das gleiche wie zuvor. Die 7’s werden simultan verschoben, bis
man an die Nihe des ersten Poles o — v, = 0 gelangt. Beim Uberstreichen des Poles
mit v, erhdlt man einen Residuenbeitrag und ein unverédndertes Integral, bei dem der ;-
Integrationsweg jetzt unterhalb des Poles verlauft. Im letzteren vertauschen wir mit Hilfe
der Regel (2.17) die Rapiditéten v; und 7, simultan und ziehen dann analog zu eben
auch ~, iiber den Pol. Setzt man dies fiir die anderen Rapiditidten fort, so erhilt man
ein Integral, bei dem der Integrationsweg simtlicher 4’s unterhalb des betrachteten Poles
liegt, und n untereinander gleiche Residuenbeitrédge von den verschiedenen ’s.

Das kann nacheinander fiir alle Pole wiederholt werden. Insgesamt entsteht das
gewiinschte Matrixelement, bei dem die Operatoren vertauscht sind (so als ob keine ge-
bundenen Zusténde vorhanden wiren) und nach (2.20) der Residuen-Beitrag

d n
\/_ Z Z (n _ 1 ! Z / 72 o % [fl(ﬁlaf)/?a e 7771)]()152---571772101

(no1—b1 EBL €2 €n

[fo(Yns -+ - 5 Y2y O+ im0 — GZIO_I)] €2&16—i(P(a—9b1)+2j>1 P(w))(x—y), (4.4)

wobei 5 = a — 9 iiber die Impulserhaltung bestimmt ist (vgl. das Impulsdiagramm auf
der folgenden Seite). Das Vorzeichen ergibt sich folgendermafien: Da der Pol von oben
nach unten iiberstrichen wird, gibt es den Faktor —1, der dadurch kompensiert wird, daf
das 1, beziiglich dem das Residuum zu nehmen ist, im Gegensatz zu (2.20) rechts von
seinem Partner steht. Die einzelnen Bestandteile dieser Formel sind schematisch in der
Abbildung

% e—iPla=0uk,)(@—y)

e X
v (51, b)
(o, 1)

_ b =
a+ir =0 o a1)

(

dargestellt. Im Diagramm

B

Z o

ist der Fusionsprozef noch einmal im (euklidischen) Impulsraum zu sehen (vgl. Ab-
schnitt 1.3.7).

Der néchste Schritt besteht darin, wenn moglich einen weiteren Graphen zu finden,
der einen Beitrag liefert, der den eben betrachteten gerade kompensiert. Offensichtlich
bleiben uns nur Graphen vom Typ 2, bei dem das duflere Teilchen rechts einlduft. Der
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Ausgangspunkt ist dann

X eilP(@)=P(y2)](z—y)

(’71761)
(71 +im, &)

bzw. in Formeln ausgedriickt

dv d’Yn

T €1€n

om0, 1 + i, @)ty e (PO PO ),

Analog zu eben setze B = {(op — b)|f; Bindungswinkel fiir die Fusion b = (op)}. Die
Pole liegen hier jedoch nicht bei den o — v = 6; wie im oben betrachteten Fall, sondern
bei v+im —a = 6;. Das gleiche Vorgehen wie vorhin liefert neben dem erwiinschten Anteil
die Residuen-Beitriage

d
Z Z (n - 1 ! Z / 72 ; f1(Oé T 9b2 T, Y2y a’Yn)]ez---enng?zM

Uzu—)bz EBR €2 €n
[f? (fyna 2, ﬁ?)]g}z...gzbz ei (P(a) (a+0022# T P(Vj))(ziy), (45)

wobei der Faktor —1 diesmal erhalten bleibt, da die «’s links von ihrem Fusionspartner
stehen. Schematisch entsprechen diese Beitrdge dem Diagramm

% P (@)~ P(a+033,—im)](z—y)

Es gelte 3y = o + 1)5. Dann haben wir im Impulsraum das Bild

«
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Nun kénnen wir uns der Frage zuwenden, ob es irgendwelche Beitrige gibt, die sich
gegenseitig wegheben konnen, und welche dies konkret sind. Wir nehmen uns den Beitrag
zu einem bestimmten Fusionsprozefl by = (uoy) aus der Summe (4.4) heraus. Dem kann
offensichtlich nur ein Beitrag der Form by = (024) aus der Summe (4.5) entsprechen und
dazu miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

1. by = 09 und :a—iﬂ+9£’fﬂ
2. by = &1 und [ :a+i7r+92152
Die Rapiditdtsbedingungen sind dquivalent zu 92152 + Py = Ggf“ + P =i,

Unter Beriicksichtigung dieser Beziehungen kénnen die Impulse nun auch in einem
einzigen Diagramm dargestellt werden. Dabei ergibt sich

Da die Pole an verschiedenen Stellen auftreten, wurden die +’s mit zusétzlichen Indi-
zes gekennzeichnet. Die Uberlegungen beweisen, daB es zu jedem Pol einen potentiellen®
Gegenpart gibt, da das Bootstrap-Bild ja gerade besagt, dal die Fusionsprozesse aus al-
len moglichen Richtungen betrachtet werden kénnen (vgl. (1.20)). AuBlerdem ist daraus
ersichtlich, da§ die Exponentialfaktoren der Formfaktoren (siche Lemma 11) in beiden
Fillen identisch sind. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf} sich die beiden
betrachteten Beitrige kompensieren, ist daher die Erfiillung der Gleichung

by _ b bi | bt bo [{pbs (b2 __ b
77#152 - EILIB2 |thlf72 |¢H152 - 65?# |RB?H|¢BTM o T/Bfl“ (46)
die gerade dem Bootstrap-Bild entspricht, da sie die graphische Darstellung
by by by by
M M

besitzt. Was graphisch offensichtlich ist, mufl durch eine geeignete Phasenkonvention si-
chergestellt sein.

°D.h. bis auf einen moglichen unterschiedlichen Faktor.
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Eine entsprechende Uberlegung kann durchgefiihrt werden, falls ein Teilchen (a,v)
von oben in den Formfaktor einlduft. Dort ergibt sich dann die Bedingung

bv _ b1 [ pbhi by __ by b2 by __ by
775217 - 65217 |R5217|¢5217 - 61751 |RI751 |¢l751 - 771751.

by by by by

bzw. graphisch

v v
Nach Umbenennung der Teilchen erkennt man, dafl das keine neuen Bedingungen sind.
Wir fassen das bisherige Ergebnis zusammen in dem

Lemma 13 (Notwendige Bedingung fiir Lokalitit aus den zush. Anteilen).
Notwendig fiir die Lokalitit eines Modells ist die Erfillung der Crossing-Beziehung fiir
die Intertwiner, d.h. von Gleichung (1.20) der Definition 1,

Mo = Ny = s
fiir simtliche Mdaglichkeiten der beteiligten Teilchen.

Beweis. Schematisch folgt dies aus den jeweils korrespondierenen Diagrammen

und

Dieses schematische Vorgehen ist gerechtfertigt, da bereits vorher gezeigt wurde, daf} die
entsprechenden Faktoren, die zusétzlich bei den Diagrammen stehen, iibereinstimmen. [

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dafi man auch bei komplizierteren Dia-
grammen nach Umsortieren der Linien die oben genannten Argumente anbringen kann
und daf} die oben angefiihrten Bedingungen fiir zusammenh#ngende Matrixelemente nicht
nur notwendig, sondern auch hinreichend ist. Die einzige wirkliche Herausforderung ist
das Verstehen der Residuenbeitrige, die von nichtzusammenhéngenden Termen stammen.

Ein Vergleich mit den in den Tabellen 3.2 und 3.4 angegebenen erweiterten Intertwi-
nern fiir Z(N)-Ising- bzw. Sinus-Gordon-Modell ergibt das

Lemma 14. Die erweiterten Intertwiner des Z (N )-Ising- und des Sinus-Gordon-Modells
gentigen den Bedingungen aus Lemma 185.
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4.5.2 Der allgemeine Fall

Bisher wurden noch keine Diagramme mit nichtzusammenhéngenden Anteilen beriicksich-
tigt, d.h. mit Linien, die von unten nach oben durchlaufen. Da die S-Matrizen Pole besit-
zen, die zu gebundenen Zusténden gehoren, miissen bei der Verschiebung des Integrations-
weges auch dort Residuen beriicksichtigt werden. Eine genaue Analyse wird ergeben, daf§
auch diese Beitrige wegfallen, da die Verallgemeinerung der im vorigen Abschnitt behan-
delten Diagramme auf Grund der +:0-Beschreibung versteckte nichtzusammenh#ngende
Anteile besitzen. In diesem Abschnitt soll die formale Strenge der Darstellung gegeniiber
dem letzten etwas gelockert werden, da sie den Blick auf das Wesentliche verstellen wiirde.

Um die Diagramme iibersichtlich zu gestalten, gehen wir von einem Matrixelement
mit zwei Einteilchenzustéinden aus. Die Uberlegungen #ndern sich nicht grundsétzlich,
wenn neben diesen ausgezeichneten Teilchen auch noch andere Teilchen vorhanden sind,
wie wir anschlieflend sehen werden. Oben sei ein Zustand ((3, v)| und unten |(«, p)). Alle

in der Darstellung (11) (linke Seite) auftretenden, topologisch verschiedenen Diagramme
sind®

G 1] 6—ion 2" ] @) @.0) @.0)
<f2><f1>@f2><fu ) (7)) @fa)m )
< &) 2

(e, 1) (e, ) (e, 1) (e, ) (e, 1)

Die von unten nach oben durchlaufenden Linien in Diagramm 5 stehen fiir J-Funktionen
in den entsprechenden Rapiditéiten.

Wir verschieben jetzt wie zuvor die Rapiditidten ~; der Zwischenzustinde, wie im
letzten Abschnitt beschrieben. Dabei miissen nacheinander alle Residuen der iiberstri-
chenen Pole beriicksichtigt werden. Wir greifen uns nun einen speziellen Pol heraus und
betrachten die Situation kurz vor der Uberstreichung dieses einzelnen Poles, also vor der
Beriicksichtigung des entsprechenden Residuenbeitrags.

Durch einen Trick ist es mdglich, noch vor der Berechnung des Residuums die Dia-
gramme zum Verschwinden zu bringen, die S-Matrizen enthalten. Dabei treten zwar an-
dere nichtzusammenhéngende Diagramme auf, die jedoch bei der Residuumsbildung weg-
fallen. Dazu fiihren wir fiir die ersten beiden der oben angefiihrten Diagramme geméf}
- = 2 1 ird(x) [40] explizit die Zerlegung in einen Hauptwert- und einen singuliren
Anteil durch. Im ersten Fall erhilt man dabei nach (2.19)

@) @) o
BP«EP [RSP)

(e, 1) (e, ) (e, 1)

6 Auf nicht unbedingt notwendige Beschriftungen und die Impulsfunktionen wird aus Platzgriinden
verzichtet. Dies macht nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts keine Probleme.
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Analog lautet die Zerlegung des zweiten Diagramms

(6.0) 6. 5.
U&f@%(@&m (@S)).

(ar; 1) (s 1) (e 1)

Hier entsprechen die von unten nach oben durchlaufenden Linien d-Funktionen in den ent-
sprechenden Rapiditdten und das Weglassen der +:0-Beschreibung soll darauf hindeuten,
daf} es sich bei 1 und 2 um Hauptwerte handelt. Die Summe der Diagramme 5, 5a und 5b
verschwindet offensichtlich. Man beachte, dafl die Diagramme X1 und X2 keinen Pol an
der betrachteten Stelle haben. Bei der Berechnung der Residuen gibt es also ausschliellich
Beitriige der Diagramme 1, 2, 3 und 4. Nach dem Uberstreichen des Pols lassen sich die
einzelnen Diagramme wieder zu ihrer urspriinglichen Form zusammensetzen, so dafl die
Situation die folgende ist: Wir haben die Diagramme 1’, 2’, 3, 4 und 5, wobei der Inte-
grationsweg unterhalb des Poles verlduft, und Residuenbeitrige der Diagramme 1, 2, 3
und 4. Es muf} betont werden, dafl dieses Vorgehen auch moglich ist, wenn der Pol ein
Doppelpol ist oder aus anderen Griinden nicht direkt mit einem Fusionsprozefl verbunden
ist. Die Residuenbeitrige der Formfaktoren verschwinden dann aufgrund der maximalen
Analytizitat der Formfaktoren, die eine stdrkere Forderung darstellte als die maxima-
le Analytizitdt der S-Matrix (vgl. Definitionen 1 und 2). Das Vorgehen kann fiir jeden
einzelnen Pol wiederholt werden. Das Ergebnis des letzten Abschnitts war, dafl die sich
ergebenden Residuenbeitréige sich paarweise wegsummieren, wenn man die Gesamtheit al-
ler Residuenbeitrige von den verschiedenen Polen, die zu gebundenen Zusténden gehoren,
beriicksichtigt. Damit haben wir in diesem speziellen Fall die Lokalitit des Matrixelements
bewiesen.

Eine genaue Analyse zeigt, daf exakt die gleichen Uberlegungen wie bis hierher ge-
schildert ausreichen, um allgemeine Matrixelemente zu behandeln. Im Prinzip hat man
es mit den gleichen Diagrammen zu tun, wie oben angegeben, nur dafl zusétzlich in die
einzelnen Formfaktoren weitere Teilchen einlaufen. Dabei treten im allgemeinen weitere
S-Matrizen auf, die die Rapiditéten sortieren (vgl. die graphischen Darstellungen aus Lem-
ma 11). Diese S-Matrizen spielen jedoch fiir die folgenden Uberlegungen keine Rolle. Nur
S-Matrizen, die Rapiditidten von Zwischenzustinden beinhalten, sind relevant, da nur sie
Pole besitzen, die bei der Verschiebung des Integrationsweges iiberstrichen werden. Wich-
tig fiir die Ubertragung der am Anfang des Abschnitts geschilderten Idee ist, daB sie in
der komplexen Ebene lokal angewendet wird, d.h. sich jeweils auf einen konkreten, isoliert
liegenden Pol bezieht. Wir kénnen daher die dort beschriebene Zerlegung der Diagramme
in einen Hauptwert- und einen singuldren Anteil genau fiir die Teilchen vornehmen, mit
denen dieser Pol verbunden ist. Das liegt daran, dafi es maximal zwei Teilchen (eines
von oben und eines von unten) gibt, deren Realteil mit dem des Poles iibereinstimmt.
Die Gleichungen aus Definition 1 sichern, daf sich die zu 5, 5a und 5b analogen Beitréige
gegenseitig wegsummieren. Wir erhalten dann nur Residuenbeitrige von den Hauptwer-
ten der vier verbliebenen Diagramme, da die bei der Zerlegung entstandenen zusétzlichen
nichtzusammenhéngenden Anteile an der betrachteten Stelle keinen Pol aufweisen. An-
schlieBend kann mit Hilfe der Gleichungen aus Definition 1 wie in Abschnitt 4.5.1 gezeigt
werden, dafl sich die einzelnen Residuenbeitrige paarweise wegsummieren. Die Bedeu-
tung der S-Matrix-Gleichungen aus Definition 1 liegt dabei darin, daf sich die einzelnen
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Diagramme trotz der zusétzlichen, in die Formfaktoren einlaufenden Teilchen ineinander
iberfiihren lassen.

Wir fassen dieses Resultat, das Hauptergebnis der vorliegenden Diplomarbeit, zusam-
men in dem

Theorem 15 (Allgemeines Kommutativitéitstheorem).

Fiir die Lokalitit bosonischer Felder ist notwendig und hinreichend, daff die 1m Modell
auftretenden S-Matrizen und Formfaktoren den in den Definitionen 1 und 2 angefiihrten
S-Matriz- bzw. Formfaktoraziomen gentigen.

Dieses Theorem gilt unabhéngig vom Modell, solange es sich im Rahmen der Defini-
tionen 1 und 2 formulieren l&8t. Damit ist insbesondere die Lokalitét des Z(NV)-Ising- und
des Sinus-Gordon-Modells bewiesen worden, die in Kapitel 3 vorgestellt worden sind.
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Kapitel 5

Matrix-Differenzengleichung und
Off-Shell Bethe Ansatz zur

Konstruktion von
Ho6chste-Gewicht-Losungen fiir die
gradierte Lie-Algebra spl(2,1)

5.1 Definitionen

5.1.1 Einleitung

Im zweiten Teil dieser Diplomarbeit werden die Ideen fiir die Losung des Matrix-
Differenzengleichungsproblems aus [41] und [42], das eine enge Verwandtschaft mit der
Watson-Gleichung (2.17) und der zyklischen Formfaktorgleichung (2.18) aufweist, auf
die gradierte Lie-Algebra spl(2,1) des supersymmetrischen t-J-Modells iibetragen [21].
Supersymmetrie tritt in Modellen auf, mit denen sowohl Bosonen als auch Fermionen
beschrieben werden. In den definierenden Vertauschungsrelationen der Generatoren einer
supersymmetrischen Algebra treten daher neben Kommutatoren auch Antikommutatoren
auf. Es wird gezeigt, dafl sich mit dem Off-Shell Bethe Ansatz wie zuvor bei den ande-
ren (Quanten-)Gruppen Hochste-Gewicht-Losungen konstruieren lassen, ohne durch die
Supersymmetrie auf neue Probleme zu stoflen. Dies ist ein Hinweis auf die Universalitit
dieser Methode. Die Hoffnung geht dahin, daf} sich mit einer erweiterten Version dieses
Ansatzes, die die Polstruktur der Formfaktoren beriicksichtigt, fiir beliebige Modelle die
Formfaktoren ausrechnen und beziiglich der zugrundeliegenden Symmetriegruppe klassi-
fizieren lassen [14].

Beim normalen Bethe Ansatz werden Eigenwertprobleme geldst, indem man einen
Ansatz wihlt, der die jeweilige Yang-Baxter-Struktur berticksichtigt und bestimmte Pa-
rameter enthélt, die anfangs unbestimmt sind. Mit Hilfe der Yang-Baxter-Struktur 14t
sich dann zeigen, dafl bei der Anwendung des Operators auf diesen Bethe Ansatzvektor
ein Vektor entsteht, der dem urspriinglichen proportional ist, und ein sogenannter un-
erwiinschter Anteil. Im nachhinein konnen die Parameter dann durch sogenannte Bethe
Ansatzgleichungen so festgelegt werden, dafl das Verschwinden der unerwiinschten Termen
gewéhrleistet ist (vgl. dazu [15], [21] und [45]). Beim Off-Shell Bethe Ansatz werden die

95
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Bethe Vektoren hingegen noch mit Funktionen multipliziert, die bestimmten Funktional-
gleichungen geniigen und von der konkreten S-Matrix abhéngen, und es wird ein Integral
vom Jackson-Typ ausgefiihrt, d.h. eine Summe iiber ein unendliches Gitter. Durch die
spezielle Wahl der Multiplikationsfunktionen wird sichergestellt, dafl die unerwiinschten
Terme sich gegenseitig wegsummieren. Es gibt hier also keine Bethe Ansatzgleichungen
mehr. Fiir die gradierte Lie-Algebra spl(2,1) ist es notwendig, zwei Bethe Ansétze zu
verschachteln.

5.1.2 Nomenklatur

Fiir alle Indizes 7 sei V; = (]1),]2),]3)) & C* und fiir allen € Nsei V., =V ® --- @ V.
Fiir die spétere Verwendung in der zweiten Stufe des Bethe Ansatzes fithren wir auflerdem
die reduzierten Riume V; = (|2),|3)) 2 C? und Vi..,, = V1 ® --- @ V}, ein.

Vektoren in V;..,, werden mit den Indizes der Riume gekennzeichnet: f1"" € V,..,.
Vektoren in den reduzierten Réumen erhalten zusétzlich eine Tilde: fl"'m € Vim. Bei
Operatoren in den Rdumen werden die Indizes unten geschrieben: @y.., : Vi, — Vi,
Man mache sich bewuft, da§ die Riume V.;;... und V.;... unterschieden werden, obwohl
sie isomorph sind. Dies hingt damit zusammen, dafl wie im ersten Teil der Arbeit Spek-
tralparameter mit den einzelnen Riumen verkniipft sein sollen.

5.1.3 Definition der S-Matrix

Im folgenden werden alle S-Matrizen als Abbildungen
Sab(g):‘/a@%_)‘/;)@‘/a

aufgefaflt, die die Rdume vertauschen, wobei mit jedem Raum ein Spektralparameter
verkniipft ist. Dabei soll die graphische Schreibweise

Voo Vo

g o
Sup(01 — 05) = $>§97 (S (0 — 0))7 = 91><%
a b o

verwendet werden.
Die Gewichte der S-Matrix haben im konkreten Fall das Aussehen (alle anderen ver-
schwinden, K € C beliebig, § = 0, — 65):

« Q I} «
X o=y =u0+c0) =1 @3, X b= (@#0)
a o} a I}
a B 3 3
oK =) =55 (@ #D), D = wl0) = =(0) +clb) = K22,
a Vg 373
wobei das ,—“ vor dem Gewicht b in der letzten Gleichung durch den fermionischen

Charakter der Teilchen |3) zustande kommt.
Dies 148t sich kompakt schreiben als

Su(0) = b(0)Sap + (0) Puy.
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Dabei sind der quasi-Identitéitsoperator ¥,, und der Permutationsoperator P,;, folgender-
maflen definiert:

Y :Va®Vy — V0V,
TRY = Oxuy @
Py :Va®Vy — V@V,

TRY — TQUY.

Der Faktor o, der den fermionischen Charakter der Teilchen vom Typ |3) beriicksichtigt,
ist gegeben durch
O'xy:{ -1 ’x:y:|3>

1 ,sonst.

Im Anhang wird gezeigt, daf} S unitér ist (Proposition 39) und die Yang-Baxter-Gleichung
(YBE) erfiillt (Proposition 40), d.h. es gilt fiir 6;; = 6; — 6;

Sab(g)sba(_e) =1 und 512(912)513(913)523(923) = 523(923)513(913)512(912)-(5-1)

Im folgenden wird dafiir die folgende graphische Schreibweise benutzt!:

%é_

Vi
VitV Vi Vs v,V V'V,

bzw. _

5.1.4 Verschiedene Arten von Monodromiematrizen

In diesem Abschnitt werden wir verschiedene Monodromiematrizen definieren, deren
Yang-Baxter-Strukturen spéter niitzlich sein werden. Wir beginnen mit

Definition 4 (Monodromiematrix). Die Monodromiematrix
Tiono(@u) i Vi @ Ve = Vo @ Vi

ist definiert als Tensorprodukt der S-Matrizen beziiglich dem Quantenraum Vj...,, und als
Matrixprodukt beziiglich dem Hilfsraum V/:

Tioono(ZF|u) = Sia(x1 — u) -+ Spa(Tn — ).
Graphisch hat T daher die Form

[N
Th..ono(Z|u o} o U
[T 0 (Z0)] 4 ) il | o
Y1 Y2 Tn
In Zukunft schreiben wir hiufig auch?
A By Bs
Tyma=| C* D3 D2 |,
C?® D3 D3

wobei die Eintrige der Matrix Operatoren im Quantenraum V..., sein sollen.

1{Uber innere Linien wird summiert.
2Um die Ubersicht zu bewahren, wird bei den Komponenten der Monodromiematrizen die Kennzei-
chung der Riume weggelassen, wenn klar ist, um welche es sich handelt.
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Gleich im Anschlufl haben wir das

Lemma 16 (Yang-Baxter-Gleichung fiir die Monodromie-Matrix).
Die Monodromiematriz T ..., o erfillt die Yang-Baxter-Gleichungen

Sap(t = V)T p (Z|0) T (F|1) = T o (F|0) T p (Z|0) Sap (w0 — ) (5.2)
bzw. graphisch
o td. .. td. .. "}/
I
ﬂ U S /8 v 5
Beweis. Die Gleichungen sind eine direkte Folgerung von (5.1). O

Definition 5 (Modifizierte Monodromiematrix). Ahnlich zur Monodromiema-
trix T kann eine modifizierte Monodromiematrix 79 definiert werden iiber

TE.,o(&]i) = Sia(m1 — 2;) -+ Si—1a (i1 — 23) PaSis1a(Tins — 2}) -+ Spal@n — 2})
mit x; = z; + £ (€ beliebig, aber fest) bzw. graphisch
N Y
St Yy, e e x!
1 T = o e
Y1 Vi Un :

Auflerdem soll die modifizierte Monodromiematrix analog zu der normalen wie folgt wieder
als Matrix iiber dem Hilfsraum aufgefafit werden.

A? B¢ BY

Twa=| C® DP* DY”

ce D D
Bemerkung 1. Fiir i = n gilt wegen S, (2, — Z,,) = Spa(0) = P, die wichtige Beziehung
T2 1 o(@]1) = Thoona(T]2).

Analog zu eben erhalten wir wieder eine interessante Struktur im folgenden

Lemma 17 (Yang-Baxter-Gleichung fiir die modifizierte Monodromie-Matrix).

Die modifizierte Monodromie-Matriz erfillt die Yang-Bazter-Gleichungen

TE 1o (@) Troonp(Z[0) San (7] = 4) = Sap(@s — W) T p(F'|u) T2, o (F])
Tt (@ () T2 o (F]0) Sap(u — 2}) = Sap(u — 2:) T2, (F]) 1o (T]10).

Unter Vernachlissigung der Quantenraumstruktur schreibt sich dies schematisch

(5.3)

bzw.
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Beweis. Durch einfache graphische Manipulation unter Ausnutzung von (5.1). O

Um die Struktur der spl(2,1) zu erhalten, ist es sinnvoll, zusétzlich zu den oben defi-
nierten Monodromiematrizen noch weitere einzufiihren. Dazu sollen zuerst die Statistik-
faktoren die Darstellung

O-aﬁ =« o e /8
bekommen. Dieses Objekt wird in Zukunft als Fermionenlinie bezeichnet werden.
Definition 6 (Fermionische Monodromiematrizen).
— ,8, v — ,8, v
(T ena E = 00505 103 [T a ()]

Damit haben wir die graphische Notation

V1 Vo Up

[T*l...n,a(mu)]ﬁﬁ — 5.% Loy
’ T1|To T
M1 2 Hn

und wollen folgende Matrixschreibweise verwenden:

A* B*, B*;
T*ma= | C*? D*5 D+
0*3 D*g D*g
Entsprechend fiir die modifizierten Monodromiematrizen.
Bemerkung 2. Es gelten offenbar die Identititen A* = A, A*? = A? B* = B und
B*? = B9,

Mit den oben eingefithrten Fermionenlinien 148t sich zum Beispiel folgendermaflen
ausdriicken, dafl die Zahl der Fermionen wéihrend der Streuung erhalten ist:

“ \+\+ : (5.5)

Eine Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes, die auf die Eigenschaft zuriickgeht, daf§
durch die Fermionenlinien nur der Unterschied gerade/ungerade gezihlt wird, beinhal-
tet der

Satz 18 (Fermionenerhaltung). Ist irgendein Index® o durch Fermionlinien mit ir-
gendwelchen Indizes einer Monodromiematriz T verbunden, so erhdlt man das gleiche
Ergebnis, wenn die Fermionlinien invertiert® werden, d.h. zu allen Indizes von T, die
vorher nicht mit o verbunden waren, zieht man derartige Linien und alle anderen ldfst
man wegfallen.

3Man stelle sich einen dufleren Index vor, es kann allerdings auch ein Index der Monodromiematrix
selbst sein.
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Beweis. Erzeuge durch Einfiigen von Doppelfermionlinien eine Struktur, auf die die Fer-
mionenerhaltung in der Form (5.5) anwendbar ist. Anschliefend entferne man alle ver-
bleibenden Doppellinien. O

Beispiel 1. Ein spéiter hiaufig verwendetes Beispiel fiir den letzten Satz ist die Identitét

N

Definition 7 (Shiftmatrix). Durch Spurbildung iiber den Hilfsraum konnen aus den
modifizierten Monodromiematrizen Shiftmatrizen () gewonnen werden geméfl

Quen(li) = traT*E.,, o (310) = AL, (i) + > [D*D.a(@li)] - (5.6)
a=2,3
Die Shiftmatrix spielt hier die gleiche Rolle wie die Transfermatrizen beim normalen Bethe
Ansatz.

3 In der unteren Stufe des Bethe A~nsaitzes ~Werden feQduzierte Monodromiematrizen
Viema — Vai..m auftreten, die durch T, T9, T* bzw. T*~ gekennzeichnet werden. Ent-
sprechendes gelte fiir ihre Komponenten und die Matrix ().

Beispiel 2.
Tl...m,a(ﬂu) = gla(xl —u)-- -gma(xn —u).

Wie oben kann dafiir geschrieben werden

. A B
R (3 2),

wobei die Eintrage der Matrix Operatoren im Quantenraum Vi..m sein sollen. Man be-
achte, dafl die Matrix nur eine 2 x 2-Matrix ist, da wir uns im reduzierten Hilfsraum
V. = (|2),|3)) befinden.

5.2 Yang-Baxter-Struktur

5.2.1 Vertauschungsrelationen

Aus den Yang-Baxter-Gleichungen der verschiedenen Monodromiematrizen folgen
vielfiltige Vertauschungsrelationen, die im folgenden Lemma zusammengestellt sind (Be-
weis im Anhang E.3).

Lemma 19 (Vertauschungsrelationen). Aus der durch S definierten Yang-Baxter-
Struktur und der Fermionenerhaltung erhdlt man die folgenden Vertauschungsrelationen:

Bi(Z|uy) B;(Z|uy) = mBj,(f|u1)3i,(f|u2)s;l;ﬂ"(u1—u2) (5.7)
B, (' |u) BY (#i) = ﬁBﬁ(fli)Bj'(fIU)Si}kl(fvi—U) (5.8)
B(#|u) B(T|u) = Z((Zfll u))é(f|u1)é(f|u2) (5.9)
BB = U 5z Balu) (5.10)
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A(#|u) By(#u) = Z((ZE—ZZ) Bl(:f;‘|u1)A(x|u2)—%Bi(ﬂugm(ﬂulxall)
ASGEHNB(E) = GO B 0 A — ST BRENAG) (6.12)
Aldlu) Bala) = 52 Blalu) Aalus) ~ o) B(alua) ) (6.13)
AQ(#|)B(Fu) = ZEjj:ZiB(f'|u)AQ(f|¢)—%NQ(ﬂi)A(m) (5.14)
D*i(#|us) By (F|w) = ﬁf;y(f|u1)D*;i,(f|u2)5,g’;’“’(u1—u2) (5.15)
_aikHBj(ﬂuQ)D*Z(ﬂm)
D (i) Bi(#u) = aﬂmfﬁ(f'|u>D*$f'<f|i>sf,;l’(u—x;> (5.16)
o I B el D ()
D*(&|us) B(&|u1) = —Hé(ﬂul)ﬁ*(ﬂw) (5.17)
+ZE§Z - Zi;é(ﬂuQ)D*(ﬂul)
D21 B(Z|u) = —%B(fwu)ﬁﬂ(fu) (5.18)
c(u — x;)

5.2.2 Gruppentheoretische Eigenschaften

In diesem Abschnitt soll die algebraische Struktur herausgearbeitet werden, die durch
die Yang-Baxter-Gleichungen der angegebenen S-Matrix definiert wird. Bevor wir damit
beginnen, sollen jedoch erst einmal die gradierte Lie-Algebra spl(2, 1) vorgestellt werden.
Die folgende Definition ist in [21] zu finden.

Definition 8 (Gradierte Lie-Algebra spl(2,1)). Die  einfache  gradierte  Lie-
Algebra spl(2,1) ist eine assoziative Algebra iiber C, die in der gradierten Cartan-
Chevalley-Basis von den Generatoren h;,e;, f; (i = 1,2) erzeugt wird, die den folgenden
Vertauschungsrelationen geniigen:

[his [l = aijf; [hises] . = —age; [hi, h] =0
[fe]l. = m [fi,ea] . = 0 [f2, fo], = le2, 2], =0
[fo,e2], = ho [f2,e1] . = 0.

Die gradierte Cartan-Matrix ist dabei gegeben durch

A= (ay) = <_21 _01> .
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Auflerdem miissen die Generatoren die kubischen Serre-Relationen

fife=2fifofi+ foft = 0 fAfi—f3fi = 0

e2ey — 2eie0e; + €27 = 0 eres —eie; = 0

erfiillen. Die Elemente h;, e;, f; heiflen gerade Generatoren, e,, fo ungerade. Diese Bezeich-
nung ergibt sich aus den Vertauschungsrelationen.

Bevor wir auf die Yang-Baxter-Struktur zuriickkommen, rufe man sich in Erinnerung,

da
>0<: b(6) XJF 0(9)><

Die erste wichtige Feststellung ist

 —o00: b)) ~ 1
cf) ~ %
= Sw(0) ~ e+ EPy.

Daraus folgt die Existenz einer asymptotischen Entwicklung der Form
[T1oma( @) = (S Sha + LS Zn:z o Pige S 0972
1--n,a a{yy la na la ja nale, {v}

K
= Oa {N}éaééy} 19 Uﬁaaﬁa{V}M {{p,}]: + 0(79 )

L

Die Operatoren M%) haben dabei die Darstellung

bzw. graphisch

o, {u}
M :5@02 > 5*#‘%@
o iy (5.19)
bzw. in Formeln
{{uf —Zaﬂuﬁl' SO Oasr " Oan Oy =+ 007100 SR8+ o g (5.20)

Damit lassen sich aus (5.2) die folgenden Vertauschungsrelationen? herleiten (siehe
Anhang E.3, Lemma 42):

MS,T*EI(U) - Jaﬁaaﬁ’Ja’ﬂaa’B’T*g(u)M(g’ = (Sg,T*gl(’UJ) - o-aﬂo-aﬂlo-alﬁo-alﬁl6g,T*g,(u)(.5.21)

“In Zukunft werden die Kennzeichnung der Riume und die Quantenraumindizes und -argumente
weggelassen, wenn keine Miflverstindnisse auftreten kénnen
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Fiir u — oo folgt
M; Mg - aagaagfaa/gaa/gf]\/[g M; = 5; Mf - Oagaaglaa/gaa/glég Mﬁa . (5.22)

Das impliziert, daB die Operatoren M2 die Generatoren der spl(2,1) in der Cartan-Weyl-
Basis sind (vgl. [21]). Die Operatoren W, = M (keine Summation iiber «!) erfiillen
nach (5.22) die Vertauschungsrelationen [W,,Ws]- = 0 und erzeugen die Cartansche
Unteralgebra. Sie heifilen Gewichtsoperatoren. Nach (5.20) fallen die Vorzeichenfaktoren
fiir sie weg, so daf} gilt®

v} _ v Vi—1§Q §Vi§Vitl .. §Vn
[Wa]{u} B Z 6#1 o '6#]‘715!% 0 6#]'111 5%' (5.23)

J

5.3 spl(2,1)-Matrix-Differenzengleichung und Off-
Shell Bethe Ansatz zur Konstruktion von
Ho6chste-Gewicht-Losungen

5.3.1 Definition der Matrix-Differenzengleichung

Definition 9 (S-Symmetrie und Q-Periodizitit).
Sei S die oben angegebene S-Matrix und f'" : C* — V1" eine vektorwertige Funktion.

1. f4 ™ heifit S-symmetrisch, falls
FromCe sapagy o) = Sjilwg — ) f77 (0 s agywi ). (5.24)

Graphisch bedeutet dies

2. fI"™ heift Q-periodisch, falls fiir alle i = 1,...,n mit &’ = & + &€ die Matrix-

Differenzengleichung
U@ = Qo (Z]d) f1™(F) (5.25)
erfiillt ist. Anschaulich bedeutet dies
:1:./

wobei die Vereinbarung

verwendet wurde (vgl. [14]).

5Es wir nicht iiber o summiert!
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Bemerkung 3. Da S die Yang-Baxter-Gleichung (5.1) erfiillt und wir die Fermionenerhal-
tung aus Satz 18 haben, sind die beiden Bedingungen miteinander vertréglich. Dies ist
unmittelbar einsichtig iiber die Gleichungen

2S5 N
e S TR

i
-

Lemma 20. Ist f1"" S-symmetrisch und gilt die Gleichung

FrmE) = Quen(@i) f1(7)
fiir eini € {1,...,n}, so gilt sie bereits fiir allei € {1,...,n}, d.h. f1"" ist Q-periodisch.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort mittels graphischer Manipulation aus (5.24)
und (5.25) unter Beriicksichtigung der Fermionenerhaltung aus Satz 18. O

Die Eigenschaft, @-periodisch zu sein, ist eng verwandt mit der Erfiillung der zykli-
schen Gleichung (2.18) fiir den Fall, daf§ es sich bei ' um einen Formfaktor handelt.
Analog ist dann die S-Symmetrie nichts anderes als die Watson-Gleichung (2.17). Even-
tuell ist es moglich, die Statistik-Faktoren explizit in die S-Matrix mitaufzunehmen. Dies
wird jedenfalls dadurch nahegelegt, dafl selbige in [21] bei der g-deformierten Version der
S-Matrix nicht mehr auftreten.

Der gruppentheoretischen Klassifikation der spéter zu konstruierenden Losungen dient
das

Satz 21. Ist f'"" Q-periodisch, so ist auch MPf1"" Q-periodisch, wobei MP? einer der
Generatoren der spl(2,1) ist.

Beweis. Aus den Vertauschungsrelationen (5.21), die auch fiir die modifizierte Monodro-

miematrix T*% gelten, ist ersichtlich, daf§ @ mit den Generatoren der spl(2, 1) vertauscht:
(M7, Q- = 0. O

5.3.2 Der Off-Shell Bethe Ansatz

Definition 10 (Bethe Ansatzfunktion erster Stufe).
flm . C* — VI heifit Bethe Ansatzfunktion der ersten Stufe, falls

JUE) =) Bay (Eum) - By, (Fun )" g (F @)

bzw. graphisch
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Dabei ist die Summe iiber alle @ € @y — £Z™ C C™ auszufiihren (,Integral vom Jackson-
Typ“, iy € C™ beliebig). Q'™ ist ein Referenzzustand
Ql=n = |1)on
und die Hilfsfunktion ¢ : C" x C™ — V"™ gegeben durch
g" (@) = n(@|a@) fm (i)

mitn: C* xC" - C

n m

n(@id) = [[[T¢@—w) [ 7(uw—mu),

i=1 j=1 1<i<j<m

wobei flm . C™ — V1*m S symmetrisch und Q-periodisch ist und die Hilfsfunktionen
1 : C— Cund 7 : C — C die Funktionalgleichungen

= (5.26)

erfiillen.

Definition 11 (Bethe Ansatzfunktion zweiter Stufe).
flom . Cm™ — V1™ heifit Bethe Ansatzfunktion der zweiten Stufe, falls

From) = 32 Bl - Blalo) 2 "g(lo).

Dabei ist die Summe iiber alle 7 € 7 — £7F c C* auszufiihren (,,Integral vom Jackson-
Typ“, ©y € C¥beliebig). Q'™ ist diesmal der Referenzzustand

lem — |2>®m

und die Hilfsfunktion § : C™ x C* — C gegeben durch

m k

o) = [[1Tvi—v) J] #oi—wv),

i=1 j=1 1<i<j<k

wobei die Hilfsfunktionen ¢ : C — C und 7 : C — C die Funktionalgleichungen

= (5.27)

erfiillen.

Bemerkung 4. Mogliche Losungen der Funktionalgleichungen (5.26)-(5.27) sind

F(1+%5+%) L(g—%) N x
b(z) = ﬁ’ 7(z) = xmj_—%f%), 7(r) = — %

Der Beweis fiir diese Behauptung ist in Lemma 43 im Anhang angegeben.
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Wir werden spiter sehen, dafl die Bethe Ansatzfunktion erster Stufe die Matrix-
Differenzengleichung (5.25) in Verbindung mit (5.24) erfiillt. Der Beweis verlduft grob
folgendermafen: Die Bestandteile A und D der Shiftmatrix (5.6) werden mit Hilfe der
Vertauschungsrelationen aus Lemma 19 durch die B-Operatoren in den Bethe Ansatz-
funktionen hindurchgezogen. Dabei entstehen gewiinschte Beitrige, die genau die Aussage
der Matrixdifferenzengleichung enthalten und unerwiinschte Beitrége, die man wieder los-
werden mochte. Die definierenden Funktionalgleichunge (5.26) und (5.27) gewéhrleisten
gerade, daf} sich die unerwiinschten Beitrage von A bzw. D gegenseitig aufheben. Dazu
ist eine Parameterverschiebung notwendig, weshalb in den Bethe Ansatzfunktionen auch
die unendlichen Summen iiber ein Gitter vorkommen. Um den Beweis méglichst iiber-
sichtlich zu gestalten, ist er in viele relativ eng umgrenzte Lemmas und Sitze aufgeteilt,
die hauptséchlich wichtige Funktionalgleichungen enthalten, die an Ort und Stelle zu be-
weisen, den Umfang des Hauptbeweises sehr stark hitten anwachsen lassen. Das Problem
fiir die Bethe Ansatzfunktion erster Stufe f' wird auf das der Funktion f™ in den
reduzierten Raumen zuriickgefiihrt. Anschlielend wird gezeigt, daf} die so konstruierten
Losungen Hochste-Gewicht-Losungen beziiglich der gradierten Lie-Algebra spl(2, 1) sind,
aus denen sich wegen Satz 21 durch Anwendung von Auf- und Absteigeoperatoren weitere
Losungen konstruieren lassen.

Die Referenzzustéinde wurden so gewihlt, dafl sie besonders angenehme Figenschaften
in Bezug auf die Bestandteile A und D der Shiftmatrix (5.6) haben. So haben wir das

Lemma 22 (Eigenwertgleichungen).
Die Betheansatz-Vektoren der ersten und zweiten Stufe erfillen die Eigenwertgleichungen
[D*¢(#Fm)]. Q"™ = 0

Q\

[D*(@|D))2 Q" = 6% Tau [ [ by — ur) (5.28)
j=1

A(ﬂ:|vi)§21mm — Otm
D@m= 0
lj*(ﬁwi)ﬁl---m = — H b(ul — ’UZ)QIm

=1

Beweis. Die Formeln lassen sich leicht graphisch einsehen, wenn man die Teilchentyper-
haltung verwendet. Als Beispiel sei hier die Formel

D*(Fn)| 2" = 0

QI%LOZ =0 (Oz,O/>1)
1 11

bzw. graphisch
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hergeleitet. Wir fangen rechts an, das Diagramm zu lesen. Das a wird nach oben um-
gelenkt. Nach den Erhaltungsregeln fiir die Teilchensorten, werden die zwei Einsen links
davon beide wieder in Einsen gestreut, wobei der Faktor a = 1 entsteht. Dies setzt sich
nach links fort. Irgendwann trifft dann eine 1 auf o’ > 1 (wir haben es mit einem D-
Element zu tun!), weshalb der gesamte Ausdruck verschwinden mufl. Ein komplizierteres
Beispiel ist
n
[D*(&@)]2 Q" = 6% 0w [ [ blaj — ui)Q "
j=1

O/‘%‘O‘: I I : I H?Zl b(r; — u;) (o, 0/ > 1).

11 1 o~

mit dem Bild

Die Formel kommt offensichtlich dadurch zustande, dafy das Teilchen « iiberall nach links
und die 1 immer nach oben gestreut werden. Es mufl nur noch begriindet werden, wieso
es keine anderen Beitrige gibt. Nehmen wir an, das Teilchen « sei an einer Stelle nach
oben und die 1 nach links gestreut worden. Wie im vorherigen Fall streuen dann weiter
links nur noch Einsen in Einsen, bis eine von ihnen auf das o > 1 trifft. Solche Anteile
konnen in dem betrachteten Matrixprodukt also nicht auftreten. O

Die definierenden Funktionalgleichungen der Funktionen v, 7, und 7 gewéhrleisten die
Aussage von

Lemma 23 (Funktionalgleichungen fiir n und g§).
Die oben angegeben Funktionen n bzw. g erfillen die Gleichungen

k m
a(Um — V1) _ o )i a(zy —w) . o
— = 2
T 5=t = (a1 T 5 =thatal) = n(a. (520
=1 =1
Beweis. Einsetzen der Definition ergibt mit (5.27)
k a(u o) k 1 m ok
m — Ul) <~/ 5
H b(u;n _ 'U[) g U’|U) = H b(u;n . Ul) H Hw(u’l - Ul) H T(U’L U])
=1 =1 i=1 =1 1<i<j<k
k m—1 k
(U — v1)
- H b(ul o 'U[) H w(u’l - Ul) H T(U’L U])
=1 =1 [=1 1<i<j<k
k m—1 k
= [[v@, —v) [TTTv@—v) [] #i-v)=a"s).
=1 i=1 I=1 1<i<j<k

Fiir n verlauft der Beweis im Prinzip genauso, da sich § und n nur durch die Ersetzung 7 —
7 unterscheiden. O

Der néchste Satz ist der erste wichtige Schritt auf dem Weg zum Beweis, dafl die oben
definierten Bethe Ansatzfunktionen die Matrix-Differenzengleichung (5.25) 16sen.
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Satz 24.
Mit @' = @ + €€, gilt die Identitit

A ) i) = )

30 0 R ) B ) B(ilo) - Bl - Bl 23(al7) (5.30)
D+ (@m) (@)
= 03 R @) B m) Bilu) -+ Bl -+ Bliilo )03 (7). (5.31)

wobes

Die Schreibweise B(il|v;) soll heifen, daf dieser Faktor nicht in dem Produkt auftritt.

Beweis. Wie vorher schon erwihnt, gilt A9 = A9 und A* = A. Unser Ziel ist es, die Ope-
ratoren A9 und lj*Q(ﬁ|m) unter Ausnutzung der Vertauschungsrelationen aus Lemma 19
durch die B-Operatoren in der Darstellung von f hindurchzuziehen. Generell heifien Ver-
tauschungen ,,erwiinschte“, falls der Teil beriicksichtigt wird, bei dem die Argumente an
den jeweiligen Operatoren verbleiben und ,,unerwiinschte“ im anderen Fall.

Zuerst wollen wir uns {iberzeugen, dafl die gewiinschten Beitrige stimmen. We-
gen D0 = 0 ist das fiir D* kein Problem. Schwieriger wird es fiir A?. Tauscht man
dies ,,gewiinscht“ durch alle B-Operatoren, so werden in diesen alle Argumente @ in @’
umgewandelt und man erhilt zusétzlich den Faktor Hle alum ) Tyie Anwendung von A9

b(up, —vi)

auf Q) ergibt nach Lemma 22 keinen weiteren Faktor. Mit Lemma 23 folgt daher

und damit der erste Teil der beiden Gleichungen.

Der néchste Schritt besteht darin, sich davon zu iiberzeugen, dafl beim Durchtauschen
keine anderen Terme entstehen als oben angegeben sind. Das funktioniert fiir A2 und D+
gleichermaflen, weshalb im folgenden nur A@ betrachtet werden soll. Um zu einem der A()-
Terme zu gelangen, ist es notwendig, mindestens einmal ,,unerwiinscht“ zu vertauschen,
wobei man offenbar zuerst zu einem Ausdruck proportional zu

B(a'vy) - - BY(idjm) A(itlv;) - - - B(]vn)

gelangt. Unter Verwendung von (5.10) bekommen wir einen Ausdruck proportional

——

BQ(@m) B(@lvy) - - B(@v:) A@vi) - - - B(id]vs). (5.32)
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Unter Beriicksichtigung von (5.13) gilt dann: Vertauscht man A jetzt nur noch
,gewiinscht“, so gelangt man zu einem Beitrag fiir den A-Term. Vertauscht man jedoch
irgendwann noch einmal ,,unerwiinscht*, so entsteht wieder ein B(#|v;) sowie ein A(i]v;).
Dafiir geht ein B(i|v;) verloren. Mit Hilfe von (5.9) kann dies auf (5.32) zuriickgefiihrt
werden, wobei nur ¢ durch i’ ersetzt wurde.

Zur Bestimmung der unerwiinschten Beitrdge geht man folgendermaflen vor:

(i) Tausche B(i|v;) ans vordere Ende der B-Operatoren. Dabei entsteht in beiden
Fillen der Faktor [],., w(v; — ).

(ii) Um das Q auf das B(@|v;) abzuwiilzen, vertausche jetzt ,,unerwiinscht“. Dies ergibt

die Faktoren —Zgg:m:’;’; (fiir A) bzw. ZEZ “m) (fiir D).

(iii) Tauscht man die neu entstandenen Operatoren ,gewiinscht durch, erhélt man die

Faktoren [],_; Zgﬁ:ﬁf; (fir A) bzw. [],4 <_ b((vl ))> (fir D).

(iv) Aus den Eigenwertgleichungen fiic A bzw. D*? kommen die zusitzlichen Faktoren 1
(fir A) bzw. —[[,2, b(w; — v;) (fiir D).

Faft man alle Faktoren zusammen, gelangt man unter Verwendung der Beziehungen a = 1,

w(@)w(—0) =1 und % = 1;(%19) zu

a(v; — vy)

i = 5= ut - w 5=
m Vi) g £
- e o i
@) = —ﬁﬂw(—u}( e )ﬁb“—
- —ZEZ: : Z:; L5, 1_ o) 11} b(vl__l o) llnjb(ul — ;).

Man mache sich klar, daf} ausgehend von der Darstellung nach Punkt 1 nur die ab Punkt 2
angegebenen Schritte einen Beitrag zu A® liefern! O

Lemma 25 (Funktionalgleichung fiir 7).
Mit v = T+ ¢ gilt
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Beweis. Einsetzen ergibt

m k
A (@07 g(a)o”) = _b(u;n ) H b — o) L g =0y Hw u — v, H (w — vj)
I<i > =1 j=1
J7i
[[rw =) [T70wi—o) T] 7o—w)
I<i I>i 1<i<j<k
1,j 2
- ~ m k
(U — v;) 7(v, — vf) —7 (v} — vy) N
=— Y (u—v, (w—v, 7(v—vj).
bt —v;) 123 (] — v) g b(v; — vl) H JUI ! 1<E<k ’
J#i LjFi

Nach (5.27) gilt ot = Ut (3 = gy —vy), Z050 = T (o = of — ) und
(=) = blur—vi)(w

—v;). Verwendet man auflerdem noch die Beziehung —% =
% (sieche Lemma 45), so folgt

o

R e | L) ) et

b(v; — Uy,) i (vi — ) b(vy — vy)

I>i
m k
[T 0w — vy —v)) [T oo —v) T 7o —vy)
=1 =1 1<1<j<k
i i
c(v; — Up) 1 & i
— (2 m b _ ; _ X ~ _ X
b(vi — Upm) g b(v; — vy) 11:[ b(v — v;) H w ]li[l (= v3) 1<g<k7(vl vi)
= — A (]9)(]7).

O
Satz 26. Mit ©' = 7+ &€, gilt die Identitiit

AXQ(F|n) () = 1"*’+ZZA ()

o Bi-fm i
By, (#lum) - By (&Tus) - By (¥ )2 ) [fl---m%ul,--- )|
(D@ n)]afr(T) = ZZA (#]i1) BY ([n) Bs,, (#]utm) - -+ By, (]us) --- By, (1)
. L B1-m i
Ql " ( |U) |:Q(U1, 7um7ui|i)f1mmz(ula'“ 7um7ui):| )
wobei
!
: — 1
AOzz = T — )
A (7]1) b(z! — wy) YL b(u; — wy)’
I#i
) - 1 n
AD(z1z) = Ui =) b — u,
o (717 b(ui — ) b(Ul_Ui)H (1 = )
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Beweis. Die Diskussion der gewiinschten Anteile ist vollig identisch zu der in Satz 24,
da die Vertauschungsrelationen von A9 und A9 im Prinzip gleich sind (ebenso fiir A
und A), die Funktion 1 unveriindert geblieben ist und D*@¥ (#|n)Q = 0 (wegen b(z, —
xp) = 0). Die Diskussion der unerwiinschten Anteile ist hier jedoch etwas schwieriger,
da die modifizierte Monodromiematrix hoherdimensional ist als im reduzierten Fall. Wir
fiihren die Diskussion fiir D*?% (#|n) durch und summieren erst anschliefend iiber die
Diagonalelemente.
Die unerwiinschten Anteile lassen sich wie folgt bestimmen®:

1. Vertausche Bg,(#]u;) an die Stelle rechts von A9 bzw. D*?. Die entstehenden S-
Matrizen konnen durch die S-Symmetrie von g (bzw. f) absorbiert werden. Das
andert die Reihenfolge der Argumente in f.

2. Um das @ auf das Bg,(Z|u;) abzuwilzen, vertausche jetzt ,unerwiinscht“. Dabei

entsteht der Faktor — bc((xgi”l:;‘_i) (fiir A) bzw. —% und eine Fermionlinie (fiir D).

3. Vertausche die neu entstehenden Operatoren ,gewiinscht“ durch alle verbleiben-
den B. Dabei entsteht der Faktor [, m (fiir A) bzw. [],; m und je eine
S-Matrix sowie Fermionenlinie (fiir D).

4. Die Eigenwertgleichungen aus Lemma 22 sorgen fiir die zusétzlichen Faktoren 1

fiir A) bzw. T]_, b(x; — u;) und ein Kroneckerdelta sowie eine Fermionenlinie
=1
(fiir D).

In der folgenden Abbildung ist zu sehen, wie es sich mit den S-Matrizen und Fermionen-
linien verhilt, die bei den ungewiinschten Vertauschungen von D* entstehen.

A A L (8
e La I \b )

\

B 1 B B 1 e,
]
B 1 b 5 e
B 1 3
L
]
B 1 o3 D* o —# /
1 1 1 1 1 1

Nach der Eigenwertgleichung fiir D* und €2 ist es moglich, die untere Linie iiber die
Einsen hiniiberzuziehen, wobei eine geschlossene Fermionenlinie bei o/ entsteht, d.h. eine
Schlaufe von o' zu . Wegen der Fermionerhaltung kénnen die Endpunkte von rechts iiber
die S-Matrizen hiniibergezogen werden, wobei die Schleife sich auflést zugunsten einer
Verbindung zum anderen Ende der Monodromiematrix. Bei der Summation entsteht daher
offensichtlich der reduzierte Shiftoperator. Fafit man alle Faktoren zusammen, ergeben sich
sofort die oben angegebenen Formeln. O

6Wie in Satz 24 mufl man sich natiirlich erst davon iiberzeugen, daf8 keine anderen Terme auftreten
kénnen.
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Lemma 27 (Funktionalgleichung fiir 7).
Mit 7' = T+ £¢; gilt

D) /ol oIy f ol c(zl, — ul) 1 i i
AR @) = =g T g [T ¢ =) [Tt — i)

n T W) gy OV T M oy j;l.
VES)

— u;) u — u;

XHT(ul—ug)HT(u;—ul) H T(w — uy) = — Hbul—u

1<i I>i 1<l<j<m i )

Lj#i
() — w) 1~ i
<[ H (b(zy — w) oz — ) [ [z —wy) ] 7w —uy),
i ot g = 1<i<j<m
JF I 72

wobei schon b(z; — u;)(x; — u;) = ¥(x; — ui) (Gleichung (5.26)) ausgenutzt worden

ist. Mit — Ei"j’; = gg;":izg, sowie (vgl. (5.26)) Z((Z,l:;‘;)) = Z((u, u)) (r = u; — u;) und
T(uiful) _ (( i ul)

b —w) — ™ (x = u} — ;) folgt

O (217" \n (Tl :c(ui—xn) T(u; — u;) 7(ui — w) N
At = e T 5 T S o =

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, das folgende Theorem zu beweisen.

Theorem 28. Der Bethe Ansatzvektor frm der zweiten Stufe ist S-symmetrisch und
Q-periodisch. Dabei ist S = S|‘~,a®% die Einschrinkung von S und Q = Qly. .. analog
die Einschrankung von Q) auf die reduzierten Rdume.

Bewess.

1. S-Symmetrie:
Unter Ausnutzung der Yang-Baxter-Gleichung in der Form
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sicht man, da man S durch die Bs durchziehen kann, wobei die Variablen vertau-
schen. Wegen a(f) = 1 gilt

also

Nutzt man noch die Symmetrie der Funktion ¢ in den Variablen wq,--- ,u,, aus,
folgt die Behauptung.

2. flom ist Q-periodisch:
Dieser Beweis ist nach den geleisteten Vorarbeiten ziemlich trivial. Nach Lemma 20
reicht es, fiir i = m zu zeigen, da f'"™ Q-periodisch ist. Nach Bemerkung 1 ist
also zu iiberpriifen, ob die Gleichung

Q

T o (@) (@) = | A (itlm) + D= (@lm) | (@) = F (i)

erfiillt ist. Nach Satz 24 gilt

—

+ 3 (A (@) + A ) B (alm) Blilve) - - Blilv,) - - Blidlon) Q4 (il7).

Vertauscht man die Summen und fiihrt die Umsummation 7 — o' = @ + £¢&; fiir
den ersten Teil der Klammer durch, so fallen nach Lemma 25 die unerwiinschten
Beitrige weg.

O

Theorem 29. Ist flm S’—symmetrisch und Q—pem’odisch, so ist auch der Bethe Ansatz-
vektor f1™ erster Stufe S-symmetrisch und Q-periodisch.

Bewezs.

1. S-Symmetrie:
Der Beweis verlduft vollig analog zu dem in Theorem 28.

2. ()-Periodizitit:
Wie schon im vorangegangenen Theorem reicht es, fiir i = n zu zeigen, daf§ f1""
(-periodisch ist. Dies ist gleichbedeutend mit

17 T*T.p o () [ (@) = [A(Z]0) + DL (@0)] f1 () = [ (@),
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wobei &' = ¥ + £€,. Nach Satz 26 gilt jedoch
T o(E0) (@) = 17 (@) +ZZB (#n)
X B, (#[u) -+ B, (7fus) -+ By, (7 )" (7) ¥
D) ot [ Fleemmi B1-++Bm Bi
X <AE4)(‘T|U) |:f1 (ula"' 7umaui)]
) - - . B1-+-BmBi
+A (*ﬂﬁ) [Q(ula aumauiﬁ)flmmz(ula"' 7um7ui)] )

Da nach Voraussetzung f S-symmetrisch und @-periodisch ist, gilt

~ R B1-++Bm Bi o B1-+-BmBi
Q(Ula"' Jumau’i|l)f1 ml(ula"' 7Umaui):| - [fl mz(uh._. 7um7u;):|
mit v} = u; +&. Nach Vertauschung der Summen und Umsummation @ — @' = @ +
~ . B1-++Bm Bi
&é; fiir den ersten Teil der Klammer, kann man daher [fl""m(ul, Ce Uy, uz)]

ausklammern. Wegen Lemma 27 fallen die unerwiinschten Beitrige dann vollig weg.
O

5.4 Hochste-Gewicht-Eigenschaft der Bethe Ansatz-
vektoren

Bevor wir zu der Hauptaussage dieses Abschnitts kommen kénnen, benétigen wir folgendes

Lemma 30 (Eigenwertgleichungen fiir die Generatoren der spl(2,1)).
Die Generatoren der spl(2,1) gentiigen den Eigenwertgleichungen

MYQ = 0 (a/ > 1) M3Q = 0 (5.33)

W, = 6ianf W, = dyqumf. '

Beweis. Die Gleichungen folgen direkt aus der Darstellung (5.19). O
Daran anschlieffend haben wir direkt das

Lemma 31. Anwendung des reduzierten Generators Mg’ auf den Bethe Ansatzvektor der
zweiten Stufe ergibt die Darstellung

My (@)

=33 (EV@w) + 25 @) B@w) -+ B(@e) - Bav)Qg(als), (5.34)

=) (ulr) = | | | |
A (1) b(vi — 1) 0 bl — vi)

<z

=(8) [ =)~ —1 =
=0 (@) = —H p— Eb(vz ) [T o — ).

=1
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Beweis. Aus (5.21) erhalten wir die Vertauschungsrelation

M;B(v) = —B(v) M} + A(v) + D*(v).
Mit M3Q = 0 aus Lemma 30 folgt

M; B(ilog) - - B(it]vr ) Qg (al5)

Die Vertauschungsrelationen (5.13) und (5.17), sowie die Eigenwertgleichungen
A()Q =Q und D*(v)Q = — H b(u; —

ergeben die gewiinschte Struktur. .
Die =0 lassen sich folgendermafien bestimmen: Vertausche zuerst B(i|v;) nach (5.9)

direkt hinter M3 und vertausche es mit diesem. Dabei entstehen der Faktor Hm ’:;”:;‘l’))

und der Operator A(i|v;) + D*(i|v;). AnschlieBend darf man, um Beitriige zu =) zu er-
halten, nur noch ,gewiinscht vertauschen, wobei wie in Satz 24 die zusétzlichen Faktoren
Lz 50 “l_v’ (A-Teil) bzw. ], _bwv,vl )) (D-Teil) erzeugt werden. Daraus folgt mit den

oben genannten Eigenwertgleichungen, w(z)w(—z) = 1 (Unitaritéit) und % = —,,(Tlg)
(Lemma 45) die Behauptung. Im Prinzip ist das der gleiche Beweis wie in Satz 24, nur
daf3 diesmal der Schritt der ,ungewiinscht“-Vertauschung ein anderer war. O

Daf} die Bethe Ansatzvektoren zweiter Stufe im reduzierten Raum so etwas wie eine
Ho6chste-Gewicht-Eigenschaft besitzen, besagt das

Lemma 32. Fir Bethe Ansatzvektoren f' ™(1@) der zweiten Stufe gilt
M3f1 m( ) = 0.

Beweis. Mit 7' = ¥ + & folgt nach Lemma 31 unter Ausnutzung der definierenden Rela-
tionen (5.27) wegen

m k
l —»l ~ —»l
2y (alo”) g Hb J——— Hbvl—v H¢ul—v H¢(ul—vj)
I<i =1 j=1
J#
[Trw—=o) [[7@i=o) [T 7u—wv)
I<i 1> 1<l<j<k
Lj#i
7(vy — v)) 7 m k
— i B e - . -
N s b(v; — vy) i b (v — ;) lll (ur = vi) i (w UZ)Hd}(W v;) H 7 (v — vy)
- j= 1<l<j<k
J# l,j#i

nach Umsummation ¢ — ¢ des ersten Summanden in (5.34) sofort die Behauptung.
Vergleiche dazu Lemma 25. O
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Die Verallgemeinerung des letzten Lemmas auf Bethe Ansatzvektoren erster Stufe folgt
unmittelbar.

Satz 33 (Hochste-Gewicht-Eigenschaft der Bethe Ansatzvektoren).
Die Betheansatzvektoren f(Z) erster Stufe sind heighest-weight-Vektoren, d.h. fir o' > «
gilt M f(%) = 0.
Beweis.
1. Falla=1,a > 1:
Die Vertauschungsrelationen (5.21) lauten fir « =1, ¢/ > 1, > 1 und ' = 1:
Mla Bg(f|u) = UalgBﬂ(f|U)Mla + (Sg A(:I:’|u) — O'alﬂD*g (:I:’|u)

AuBerdem gilt M Q = 0 wegen Lemma 30. Wir gehen wie iiblich vor, tauschen
erst Bpg,(Z|u;) nach vorne, dann einmal ,ungewiinscht“ und anschliefend nur noch
,gewiinscht“. Dabei ergibt sich

——

MY fM(@) =) Y 65 Boy, (um) -+ B, (i) - - By, (1)

(H b(u;m(ﬂa) Flur ey, ug)] P55

+H b(uil—ul) b(%—m)ﬂn(ﬂﬁ)@(uh ce Uy, u2|z)f(u1, e U, U )]51 5m5i) )

Flus o )

Ein kritischer Vergleich mit Theorem 29 zeigt, daf} dies im wesentlichen nichts ande-
res ist als dort und daf§ sich die Summanden durch die Summierung iiber # wegheben
sollten. In der Tat gilt mit @' = @ + £€;

n m
_, -/ !
Hbu—u (@l Hbu—ug H<w(xl_ui)nw(xl_%)>x
J# J# j=1
J#
X 7(u — HTu—ul H T(w — uj)
1<i I>i 1<I<j<m
Lj#i
oy (g — ) T(uh — w)
= H bl — ) LL 5t = (b(xl—ul)gb T—u; ) Hw T—u;) H T(w—u;),
I<i >4 =1 1<i<j<m
]751 1,j#1
wobei schon b(x; — u;)(x; — u;) = 1 (x; — u}) (Gleichung (5.26)) ausgenutzt worden
ist. Mit den anderen definierenden Relationen Z((Z,l::jl)) = Z((Z;:Z)) (x = w — u;) und

Tup—w) _ 7(ui—wy)
bul—ug) — blu;—u;)

1 n
[y H o) H o H(b(xl — ) — i) %
X H@/}(xl — u;) H T(w —uj) = H m Hb(xj — ug)n(Z| ).

j=1 1<i<j<m g Y Yj=1

J#i LiFi

(r = u} — ;) aus (5.26) folgt dann weiter
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2. Falla =2, o/ = 3:
Die Vertauschungsrelationen (5.21) lauten fir « =2, 0/ =3, > 1 und ' = 1:
M3 By(Z|u) = 035 Bg(Z|u) M3 + 65 B (]u).
Danach erhalten wir wegen M3Q = 0 und (5.19)

MIfU™M) = > 03p, 038, B, () -+ 083 Ba(ug) - - By, (ug) Qg ()P
=1

= Bg, (um) - B, (uy) QM3 g(i0)] .
Nach Lemma 32 verschwindet dies.
O

Den letzten Schritt zu einer vollstindigen Klassifikation der Losungen ist gegeben
durch

Satz 34. Die Betheansatzvektoren erster Stufe sind Eigenvektoren zu den Gewichtsope-
ratoren mit

(n_m)f(f) = 1
Wof (@) = waf (@) = { (m—k)F(@) ,a=2
kE f(Z) ,a=3.
Bewezs.
1. Fall o = 1:

Die Vertauschungsrelation (5.21) lauten fir a =o' =3 =1 und g > 1:
W1 By (#lu) = Ba(u)Ws — By(#lu).
Daraus ergibt sich mit Lemma 30 sofort
Wi fh™ (@)
=" By () -+ By () (Wy = m)Q""[g (@] = (n — m) (7

und damit die Behauptung.

2. Fall a > 1:
Die Vertauschungsrelationen (5.21) lauten fira =o' > 1, > 1 und ' = 1:

WaBs(F|u) = B (#|u)Wa + 05 Bs (T]u).
Damit erhalten wir mit Lemma 30 und (5.23)

Waflmn(f) _ ZB,Bm (Um) . 'B,81 (Ul)(Wa + Z 557)Ql'"n[gl"'m(f|ﬁ)]ﬁl"'a"'ﬂm

i=1

- Z Bg,, () - - - Bg, (uy )" n(Z|@) [Wo fm (@) 1P

Das Problem ist also auf die zweite Stufe reduziert worden, die im folgenden genauer
untersucht werden wird.



118 KAPITEL 5. SPL(2,1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNG

(a) Fall o = 2:
Analog zum Fall o = 1 folgt

Wt (@) = (m — k)" (@).

(b) Fall o = 3:
Die Vertauschungsrelationen (5.21) lauten fir « =o' = =3 und ' = 2:
W3 B(il|v) = B(i|v)Ws + B(i|v).
Daraus folgt mit Lemma 30

W' (@) = 30 Bllue) -+ Blio) s + K™ 3(al1) = kf ).

Damit ist der Beweis vollendet.



Anhang A
LSZ-Reduktion fiir skalare Felder

In diesem Abschnitt sollen die Grundlagen dargestellt werden, die zu den Crossing-
Relationen von S-Matrizen und Formfaktoren fithren. Das Vorgehen geht auf Lehmann,
Symanzik und Zimmermann (siehe [46] und [47]) zuriick, daher der Name. Wir wollen
annehmen, dafl die ¢, komplexe skalare Felder sind und daf} diese Felder asymptotisch
frei sind, d.h. es existieren freie Felder ¢ (x) = ¢.(z) fiir ° — —oo und ¢°“!(x) =~ ¢(z)
fiir 2° — o0o. Der Limes ist dabei ein schwacher Limes, d.h. nicht die Operatoren selbst
konvergieren, sondern nur alle Matrixelemente!.

Freie skalare Felder lassen sich in Losungen der Klein-Gordon-Gleichung K¢ := (O +
m?)1y) = 0 entwickeln. Diese sind bekanntlich

1 —ikx . 7
f];(l') = M@ mit WL = ko = \/ m?2 + k2.

Ebenso ist f(z) eine Losung. Dies fiihrt zu der Entwicklung?

i 4’k i i 7 ; in/out /7
qszen/out(l,) — / 6—zkxazen/out(k) + e-l—zkxag (k)T )
(271')32(,UE ( )

Unter Ausnutzung von Orthogonalitétsrelationen des Funktionensystems { f, fi;f} folgen
die Umkehrformeln

ain/out(IZ) — i/d3x6+ikx(a_0>¢in/out(x),

€

B = [ P T ) (A

Wie iiblich ist dabei h<8_0)g = hdog — (Ooh) g. Wegen ¢ = ¢! gelten diese Formeln auch,
wenn man € durch € ersetzt, wie es auch sein mufl, wenn diese Gleichungen einen univer-
sellen Sinn haben sollen.

Betrachte nun Matrixelemente T := *“*((p,, &,), -+ , (p1, €)|O@)|(q1, 1), (Gm, Vm) )™
Beachte, daB fiir die Zustiande |(qi,v1), (G, Vm)) statt [(G,v1),-, (Gn, Vm)) ge-
schrieben wird. Diese Schreibweise soll andeuten, dafl die Energiekomponenten ¢ mit
beriicksichtigt werden. Es werden sich spéter Ausdriicke ergeben, die formal als Zustdnde

'Fiir genaueres siehe [7].
2In der Literatur ist es iiblich, aZ* (k)" = bi"(x)" zu setzen.
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mit Teilchen mit negativer Energie betrachtet werden kénnen. Sie werden als analytische
Fortsetzung zu verstehen sein, da negative Energien unphysikalisch sind.
Das Ziel ist es, Teilchen von der in-Seite auf die out-Seite zu ziehen oder umgekehrt.

T = (p &) (92 E)| (agft(ﬁl)O(x) — O(x)al (1)

+ O(@“é?(ﬁl))“@h%), o (s Vi) )™

Im n#chsten Schritt werden fiir die ersten beiden Vernichtungsoperatoren die Darstellun-
gen (A.1) verwendet, um zu

T= om((pm En)a T (p27 E2)|O(x)azejf(ﬁ1)|(%a Vl)a D (qma VM)>in + 1 / d3ye+iplyﬁ0>
(s @)y (02, 2] (64 O(w) = O@)SE ) ) @y 10), -+ (s Vi)™

zu gelangen. Der erste Term, den wir im weiteren 7| nennen wollen, heifit nichtzusam-
menhéngender Anteil von T beziiglich p;, da offenbar §-Funktionen auftreten, die p;
enthalten. Da das urspriingliche Matrixelement 7" nicht von 3° abhingen kann, ist es
uns freigestellt, fiir den Ausdruck ¢2“(y)O(x) sehr grofie Werte von y° anzunehmen und
fiir O(z)¢(y) sehr kleine Werte von 3°. In diesen Bereichen konnen jedoch out- und
in-Feld beide durch das Feld ¢ (y) beschrieben werden. Fiigt man dann noc}<1_§eeignet
einen Zeitordnungsoperator 7 ein und dreht die Wirkungsweise des Operators 0y um, so
folgt

T=T —i(lim — lim )/d3y

y9—o00 y9——o0

OUt<(pna En)a Ty (p?; €2)|T[O(x)¢€1 (y)] |(Q1, yl)a Ty (Qma ym)>mﬁ0>6+iply-
Mit (limyo_yeo — limyo s o) [y = [dy®dy [ d*y = [d*ydy und 80(g<8_0)h) = gO¢h —
(02g)h ergibt sich
T=T- i/d“y U (nr€n)y e (D2, @) (T [O(2)(050%, (y))e ]
— T [O(@)6e, ()F5e ™) |(a1, 1), -+, (s V)™

Im niichsten Schritt ersetzen wir 93¢ durch (A —m?)e™™¥ was moglich ist, da e™P1¥
nach Voraussetzung die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt. Mit einer anschlieBenden zwei-
fachen partiellen Integration kénnen wir den Laplaceoperator auf das Feld ¢z abwilzen.
Dabei entstehen keine Randterme, wenn ¢, im Unendlichen geniigend stark abfillt. In
Formeln bedeutet dies

T=T — i/d4y e TPy
P (Dns€n)s e s (02, &) T [O@)(05 — A+ m?)be, ()] a1, 1)+, (Gms Vi)™

Auf analoge Weise ist es moglich, ein Teilchen von der in-Seite auf die out-Seite zu ziehen.
Im folgenden Satz wollen wir noch einmal dieses Ergebnis festhalten.
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Satz 35 (LSZ-Reduktionsformeln (out-in)).
Bringt man beim Matrizelement **((pn, &), -+, (p1,€)|O@)|(q1,11), -+ (@ Vi)™ das
erste Teilchen von der linken auf die rechte Seite, so gilt

om((pm En)a T (pla EI)|O($)|((]1, Vl)a T (qma Vm)>m
= om<(pn7 En)a T (p2a E2)|O(x)a?f(ﬁl)|((ha Vl)a T (QMa Vm)>m

- i/d4y et O (py, €n), -5 (D2, )| T [O(@) Ky ()] (a1, 1), -+ (G i)™ (A2)
Bringt man hingegen das erste Teilchen von der rechten auf die linke Seite, so gilt

out((pm €n)v T (pla €1)|O(1')|(q1, l/l)a T, (Qma l/m)>m
= om<(pn7 En)a T (pla 51)|03?t(<71)t(9($)|(% VZ); Ty (Qma Vm)>m

- i/d4y e (pn, €n), o (01, @) T [O(@) Kby ()] (g2, v2), -+ (s v )™ (A3)

Die gleichen Formeln gelten, wenn man links die in- und rechts die out-Zustinde hat und
gleichzeitig sowohl die Vorzeichen des Integralanteils umdreht als auch den Zeitordnungs-
operator T durch den Antizeitordnungsoperator T* ersetzt.

Ahnliche Uberlegungen sollen nun fiir das Matrixelement

T:= om((pm En)a T (pla €1)|O(x)|(QIa Vl)a T (qma Vm)>om

durchgefiihrt werden. Das Ziel ist diesmal, Teilchen von der rechten Seite auf die lin-
ke zu ziehen. Auf den ersten Blick mag dies nicht viel Sinn machen, da dann in-
Erzeugungsoperatoren auf out-Vernichtungsoperatoren treffen. Im Spezialfall faktorisie-
render Streutheorien lassen sich trotzdem wichtige Ergebnisse ableiten.

T — out((pm gn), . (p1, €1)| (O(:L‘)al‘jll‘t((j*l)T — ai?(@i)%?(x)

+ (@) O) ) (a2 v0)s -+, (s V)™

Verwendung von (A.1) fiir die ersten beiden Erzeugungsoperatoren ergibt

ou = — n (= ou . —igq Aewe
T = t((pmﬁn);"' a(pla61)|GVI(Q1)TO(«’17)|(Q2,1/2)a"' a(qm;l/m)> ! —z/d3ye Y 0y

(&), (01, E0)] (O@)F () = SO (a2 v2), -+, (@, Vi)™

Der erste Term soll wieder T{ genannt werden. Fiir den Ausdruck O(z)¢o(y) wihlen wir
wieder y° — oo und fiir ¢ (y)O(z) analog y° — —oo. Darstellung durch das Feld ¢y, (y),
Einfﬁge(i) eines Anti-Zeitordnungsoperator 7* und Umdrehen der Wirkungsweise des Ope-
rators Oy liefert dann

T = T{+i(lim — lim )/d3y
y0—o0  ylo—oo
out<(pm )y (1, &) T [O(x)¢,;1 (y)] (g2, 2), -+ (s l/m)>outﬁo>e—iq1y
= Tits / Ay " (on, e0), -+, (01 60) (T [O@) (BB, (1) ]

T [0@)6e, (1)) ) (a2, v2), (s Vi)™
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Das Resultat der Verwendung der Klein-Gordon-Gleichung fiir e=*¥ und Abwilzen des
Laplaceoperators auf das Feld ist das

Lemma 36 (LSZ-Reduktionsformel (out-out)).
Matrizelemente eines lokalen Operators mit out-Zustinden erlauben die Entwicklung

out((pm €n)v T (pla €1)|O(1')|(q1, l/l)a T, (Qma l/m)>out
= om<(pn7 En)a T (pla 51)|ai7f(f71)T0(95)|(Q2, V2)a T (qma Vm)>om

+i/d4y Y M (Do, )y s (01, @) T [O(@)K ey ()] (20 7), -+ (Gms Vi)™
(A.4)



Anhang B

Beweis des verallgemeinerten
Wick-Theorems

Es soll hier das verallgemeinerte Wick-Theorem bewiesen werden, das bereits in Ab-
schnitt 2.4.3 vorgestellt worden ist.

Theorem 37 (Verallgemeinertes Wick-Theorem).
Fiir die verallgemeinerten Normalprodukte aus Kapitel 2 gelten die Gleichungen'

Z(ay) - Z(oy) = Z Z( Q) Z (o) .

vKontr.

Beweis.

(a) In einem ersten Schritt wird induktiv die Gleichung

2 Z () Zay) s Z(og) = 2 Z(aq) - Z(an) Z(ap)

n

(3 sl A TR

bewiesen, die fiir n = 1 wegen (2.27) gerade die Vertauschungsrelation (2.26) wieder-
gibt, also offensichtlich richtig ist. In einem zweiten Schritt wird dann die eigentliche
Aussage gezeigt. Es sind folgende Fallunterscheidungen notwendig:

i) o, € R —im:
Z () ist ein Erzeugungsoperator und kann nach einer Verschiebung ans linke
Ende des Normalprodukts dort herausgezogen werden. Es gilt also

T= :Z(wv) - Z(ay) : Z(ag) = 1:[ S(ai—ay) : Z(ap)Z(aq) - Z(an 1) = Z(ap)
= H S(a; — an)Z (o) : Z() -+ Z(aym-1) : Z ().

IDie Summe iiber alle Kontraktionen schlieft insbesondere auch den Fall ein, daf keine Kontraktion
auftritt!

123
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Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf den hinteren Term ergibt

T = H S — an)Z(ay) <: Z(a) - Z(an_1)Z () :

n—1

[ 1
+ 2 Z () Zay) - Z(am_1) Z(ayp) )
k=1
Anschlielend kann der Operator Z(a,) mit Hilfe der S-Matrizen auf seinen
urspriinglichen Platz gebracht werden. Auflerdem kann die Summe um den

Term
—

0= VAT VA VACTYE

erweitert werden, da die Kontraktion zwischen Z(«,) und Z(ag) verschwindet,
womit die Behauptung bewiesen ist.

(i) ap € R:
7 (ay,) ist diesmal ein Vernichtungsoperator, kann also rechts aus dem Normal-
produkt herausgezogen werden. Daraus folgt

T = Z(ay) - Z(aw) - Z(ayp)
= 1 Z(ay) - Z(ap-1) : (S(an — ) Z () Z () + 210 (v, — g — z7r)>
Anwendung der Induktionsvoraussetzung und der Beziehung
210 (ay, — g —im) 1 Z(e) - Z(ay 1) : = : Z(ay)--- Z(aﬁao) :
ergibt dann

T = S(a, — ) <: Z(ay) - Z(ap-1)Z () :

+i  Z(ew) - Z(ag) - - Zlam 1) Z ) :) Z(an)+ : Z(an) - Z(an) Z(a) -

Zieht man den Operator Z(a,,) wieder in das Normalprodukt und vertauscht
ihn mit Z(ay), wobei die S-Matrix verschwindet, erhélt man die Behauptung.

(b) Auch die eigentliche Behauptung soll per Induktion gezeigt werden. Der Indukti-

onsanfang war Gegenstand von (a). Es wird daher angenommen, daf§ die Gleichung

Z(ay) - Z(og_y) = Z VACH Z(atn_1) :
vKontr
fiir ein gewisses n richtig ist. Dann gilt
Z(aw) - Z(n1)Z () = Z SACH R Z(on_r) : Z ().

vKontr

Bei der Hinzunahme von Z(a;,) unter das Normalprodukt treten nach (a) noch ein-
mal séimtliche Kontraktionen dieses Operators mit den in den einzelnen Summanden
noch nicht kontrahierten Operatoren auf. Das beweist die Behauptung.

O



Anhang C

Konsistenz des neu postulierten

Fusionsprozesses im
Sinus-Gordon-Modell

In Lemma 6 wurde implizit ein Fusionsprozef3 postuliert, der sich als fiir die Lokalitéit
des Modells unbedingt notwendig herausstellte, jedoch in der Literatur bisher noch nicht
diskutiert worden ist. Darum soll an dieser Stelle kurz gezeigt werden, dafl seine Existenz
konsistent ist mit der Bootstrap-Gleichung (1.19). Genauer wird die Identitét
(9%
szs(gl - 7 - 9) = Sbk—+15(01 - Q)Ska(HQ - 9)
bewiesen, wobei 0; — 0y = im(1 — §I). Dieser Prozef} ist in Abbildung C.1 dargestellt.
Vergleiche auch die Angaben aus Tabelle 3.3. Mit 0=6,—0— %k folgt 6, —0 = 0"+ %k
und 6, —0 = 0" + Z£(k +1) —im. Nach der Ersetzung 6’ — 6 hat man dann die Beziehung

IV (9% )
Sius(6) = Sty s (0 + Tk)Sbks (0+ Sk +1) - i) (C.1)
zu iiberpriifen. Zur Abkiirzung setze
s = sin L (0 + E(1 +v ))
j 2i\" " 2 1)
S bl S bl R R
g—i—i
0 _ . L o)
br+1 0
0 b 0 S T
02 92 gg — §§ e =Pol
bk S bk S —in o =Nullstelle

Abbildung C.1: Konsistenzbedingung fiir den Fusionsprozef by, + b — b, und Pol- bzw.
Nullstellenstruktur der beteiligten S-Matrizen.
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Dann gilt
' (+) () (+) +) 2
Sb (0 ﬂk) o (_1)] 3]+k Sk_j <S]+k_2 Sk_]+2 )
" B ) O o) o
Sj—k S_(j+k) \Sj—k—2  S_(j+k)+2
und

. v S Gk Sk
Sbjs<0—Z7T+7k) = (—1)] &)
j+k

Letzteres folgt aus sin o- (0 Fim + T (1 + vj)) = sin - (0 F Z(1 — vj)) und der Tatsache,
daf} die Vorzeichen, die durch die an einigen Stellen notwendige Ersetzung —imr — +im

entstehen, sich gegenseitig wegheben. Die rechte Seite von (C.1) schreibt sich damit

+ + + + 2
(—1)k+ sgkll 3(4) (sngrZZ 3£1)+2 ) y
+2

(=) (=) (=) (=)

S S_@k+y \ S S_(2k+1)
(=) - (=) - 2 + + )\ 2
% (_1)k8*(2k+l) S(—l) <S(2k+l)+2 S(—l)—2 ) _ (_1)131(+) s(_z) ( sl(—% 35—% )
A\ ) P\

Der letzte Ausdruck ist gerade die linke Seite von (C.1). Die Pol- und Nullstellenstruktur
der beteiligten S-Matrizen ist der Ubersichtlichkeit wegen fiir k& = 3,1 = 2 noch einmal
in Abbildung C.1 dargestellt. Das Resultat {ibertrigt sich durch die Crossing-Relation
der S-Matrix auf die Streuung mit einem Antisoliton. Die Konsistenz bei der Streuung
mit anderen Breathern sieht man, indem man diese durch ein Solitonen-Antisolitonenpaar
ausdriickt und die gerade bewiesene Beziehung verwendet.



Anhang D

Analysen und Nebenrechnungen

D.1 Analyse des Beweises von Smirnov

In diesem Abschnitt werden die in Kapitel 4 zitierten Vorzeichenfehler, die in Smirnovs
Buch [16] auftreten, untersucht und aufgezeigt, wie sie in seiner Nomenklatur behoben
werden konnen. Daf§ irgendwo ein Fehler enthalten sein muf}, erkennt man schon an Glei-
chung (S28), wenn man sie sich fiir den Fall A = {a} hinschreibt. Sie widerspricht dann
wegen des Faktors (—1)/%2l der Gleichung (2.14), die oben unter Annahme der maxima-
len Analytizitdt bewiesen worden ist. Sie wird allerdings richtig, wenn man den Faktor
(—=1)!B2l bei Smirnov wegldfit. Das gleiche Problem tritt in Gleichung (S29) auf. Dort
muf ebenfalls der Faktor (—1)IP2l gestrichen werden. Durch die ungewhnliche und nicht
besonders logische Nomenklatur ist das Verstindnis von Smirnovs Beweis und damit das
Auffinden der Ursache des Fehlers ein sehr schwieriges Unterfangen gewesen. Eine weitere
Erschwernis bestand darin, dafl diese Formeln ohne nihere Angaben einfach ,,postuliert®
worden sind.

Im von mir vorgestellten Beweis in Kapitel 4 werden zu den beiden oben genannten
analoge Formeln direkt per Iteration aus den Crossing-Relationen (2.13) abgeleitet. Smir-
nov hingegen geht den Umweg iiber eine auflerordentlich komplizierte Verallgemeinerung
der Gleichung (2.19), die die kinematischen Pole der Formfaktoren beschreibt, und be-
weist damit die Aquivalenz der Gleichungen (S28) und (S29), von denen er eine als wahr
voraussetzt. Im Prinzip sollte dieser Weg auch begehbar sein. Es scheint jedoch so zu
sein, als ob die Formel (S30), die zum Beweis der Aquivalenz verwendet wird, auch einen
Vorzeichenfehler beinhaltet, der freilich weniger offensichtlich ist, als die anderen beiden
genannten. Es soll hier noch angegeben werden, wie die Fehler korrigiert werden kénnen:
Wenn in (S30) statt des Faktors (—1)Bs/ der Faktor (—1)P2| auftreten wiirde, wiiren die
Faktoren (—1)/%2! in den Gleichungen (S28) und (S29) nicht mehr nétig sind, um die
dem Lemma S1 analoge Aussage zu zeigen. Von diesen Anderungen abgesehen miiite der
Beweis nicht modifiziert werden.

D.2 Argument des Exponentialfaktors

Lemma 38. Der Ausdruck

—iP(CYx = —i Z me (ch ()2 — sh(y)z")

(v,e)eC
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128 ANHANG D. ANALYSEN UND NEBENRECHNUNGEN
hat unter der Voraussetzung x° = 0 fiir ' < 0 einen negativen Realteil, falls Im v €
(—m,0). Entsprechendes gilt fir z* > 0, falls Im v € (0, 7).

Beweis. Zerlege v in Real- und Imaginérteil: v = « + i3. Eine einfache Rechnung unter
Ausnutzung eines Additionstheorems und der Beziehungen ch (i3) = cos(3) bzw. sh (if) =
isin(f3) ergibt

sh () = sh (a4 i) = sh(a)ch (i) + ch (a)sh (i8) = sh(«)cos(B) + ich («) sin(f).
Damit haben wir

Re (—iP(C)x) = — Z mech (o) sin(3)z".

(v,e)eC

Ist schon z' < 0, so muf} offenbar 8 € (—,0) gelten, falls dies kleiner als 0 sein soll. Fiir
z!' > 0 folgt umgekehrt 5 € (0, ). O



Anhang E

Rechnungen zur
Matrixdifferenzengleichung

E.1 Beweis der Unitaritat

Proposition 39. Die gegebene S-Matriz ist unitir, d.h. es gilt Sq(0)Sp(—0) = 1

(vgl. (5.1)).

Beweis. Die einzigen Matrixelemente, die potentiell nicht verschwinden, sind

o«
i% = a(f)a(—0) = 1
04904
a p oa [ a B
i% —a§§5+5§§a = c(0)e(—0) + b()b(—0) = 20 + 2l = 1
03 Q70 Q7003

i%a = c(0)b(=0) +b(0)c(—0) = &5 - 7% + 5 g =0
0

o 0 « o I}
3 3
i% = w(Oyu(-0) = 545 =1
3703

Alle anderen verschwinden, da die Teilchenzahlerhaltung der einzelnen Teilchensorten
nicht gewéhrleistet ist. H
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E.2 Beweis der Yang-Baxter-Gleichung

Die Yang-Baxter-Gleichungen lauten bekanntlich

512(U12)513 (U13)S23(U23) = So3 (U23)S13(U13)512(U12)

bzw. graphisch

BTN

Vs Vi

y
B RN (1)

Diese Relation soll jetzt allgemein auf allen Basiselementen von V; ® V5, ® V3 getestet
werden.

Proposition 40. Die angegebene S-Matriz erfillt die Yang-Baxter-Gleichungen.

Beweis. Fiir die linke Seite gilt offenbar!

S12(v12)S13(v13) S23(v23)r @ Y @ 2
= Si2(v12)S13(v13) [04:b(v23)7 ® 2 @ y + c(v23)T ® Y ® 2]
= Sia(vi2){0y:b(va3) [02:b(v13)2 @ . @ y + c(vi3)r ® 2 ® Y]
+  c(v23) [0ayb(v13)y @ T ® 2 + c(v13)2 ® Yy ® 2]}
= 0y:b(023)00:b(v13) [0y b(v12)2 @ y @ T + c(v12)2 @ 7 @ Y]
0y2b(v23)c(V13) [0y 0(V12)T @ Yy @ 2 + c(v12)T ® 2 ® Y]
+ (v23)00yb(v13) [00:b(012)y ® 2 @ T + c(V12)y ® 7 7]
c(vag)c(vi3) [0y:b(v12)2 @ 2 @ Yy + c(vi2) Tz @ Y ® 2]
=  2®y® z[c(vi2)c(viz)c(vas) + b(v12)b(ve3)c(v13)]
T ® 2 ® y[0y:b(vaz)c(via)c(viz) + oy2b(viz)c(vi3)c(va3)]
Y ® 1 ® 2 [04yb(v13)c(v12)c(va3)]
Y® 2R X [0py04.0(v12)0(v13)c(v23)]
[
[

+

2Qx @ Y [02,0,,0(v13)b(va3)c(v12)]
2R Y ® T [0py04.0y:b(v12)b(v13)b(va3)] -

+ o+ o+ o+

! Achtung: Man mache sich anhand von (1.10) klar, auf welche Bestandteile des Produktzustandes die
Operatoren jeweils wirken!
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Dagegen erhilt man auf der rechten Seite

So3(v23)S13(v13) S12(v12)2 @ Yy ® 2

= So3(v23)S13(v13) [0ayb(v12)y ® 2 @ 2 + c(v12)T Q Y @ 2]
= So3(v2){0wyb(v12) [02:0(v13)Yy ® 2 @ & + c(v13)y ® = @ 2]

+e(012) [0b(015)7 ® 2 ® y + c(v13)z ® y ® 2])
= Ouyb(V12)05:0(v13) [0y:0(v23) 2 @ Yy @ & + ¢(v23)y @ 2 @ ]
Tayb(v12)c(v13) [O2yb(v2) T @ Yy @ 2 + c(v23)y @ 7 @ 2]
c(v12)0y:b(v13) [04:0(v23)2 ® T @ Y + ¢(v23)7 @ 2 @ Y]
c(v12)c(v13) [02yb(V23)y @ @ 2 + c(v23)T @ Y ® 2]
= 1®y® 2z[c(viz)c(viz)e(vas) + b(vi2)b(vas)c(vi3)]
T ® 2 ®y[oy:b(viz)c(viz)e(vas)]
Y® T Q 2 [04yb(vi2)c(v13)c(vag) + 0pyb(vas)c(vi2)e(v13)]
Y® 2 T [0py0r:0(v12)b(v13)c(v23)]
[
[

+ o+ o+

Z2QT QY |00y b(v13)b(ve3)c(vi2)]
2R Y ® T [0py0420y:b(v12)b(v13)b(va3)] -

+ o+ o+ o+ o+

Wie man sieht, sind einige Terme von vornherein identisch. Damit auch die anderen
verschwinden, mufl die Funktionalgleichung

[b(v12)c(vaz) + b(vas)c(vi2)] c(v13) = b(vis)e(via)c(vas)

erfiillt sein. Dies ist offenbar fiir unsere Wahl der Gewichte richtig:

[b(vi2)c(vas) + b(vas)c(viz)] c(v13)

vl — Vg K n Uy — Vs K K
N 7)1—7)2+K U2—7)3+K UQ—U3+K 7)1—7)2+K 7)1—7)3+K
v — v K K
— L 3 b(Ulg)C(Ulg)C(UQ:J,).

7)1—7)3+K Ul—U2+K UQ—U3+K

E.3 Beweis der Vertauschungsrelationen
Lemma 41. Aus der durch S definierten Yang-Baxter-Struktur folgt:

1. Die Komponenten der Monodromiematriz erfillen nach (5.2) die folgenden Vertau-
schungsrelationen:

(a) Aus (o, B,7,0) = (1,1,4, j) folgt

N

a(ur — ug) B(&[us) Bj (Flur) = By (F|ur) By (Tlus) S}’ (w1 — uz).
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(b) Aus (o, B,7,6) = (1,1, ], k) folgt

= By (#ur) DY (#u2) L (w1 — o)

s N 1 o i = Sl
= D}(Z|ug) By (T|u1) = mBk:(:ﬂul)Dj,(ﬂuQ)Sfcjk (ug — us)
c(u —ug) o, i
- b(u1 _ UQ) Bj(l‘|u2)Dk(x|u1)'

(¢) Durch Multiplikation der letzten Gleichung mit bestimmten o erhdlt man unter
Ausnutzung der Fermionenerhaltung

D*%(#|usz) By, (%|u)
1 N NN,
_ = *i (= j'k
= Uikib(ul — UZ)BkI(x|u1)D i (Fu2) Sy (ur — us)
c(ur —ug) o o
— o B D~ :
i B 3ua) D'y )

Graphisch ist dies leicht zu verstehen.
(d) Aus (o, 8,7,6) = (1,1,4,1) folgt
a(u1 — UQ)BZ(f|U2)A(f|U1)
= b(U1 — UQ)A(5|U1)Bl(f|U2) + C(U1 — UQ)BZ(I_"|U,1)A(£|U2)

a(ug — uy)

—76(1@_“1) (2w Zlu
L)

2. Die Komponenten der reduzierten Monodromiematriz erfillen nach (5.2) die folgen-
den Vertauschungsrelationen:

(a) Aus (, 3,7,9) = (2,2,3,2) folgt
a(uy—ug) B(Z|ug) A(Z|ur) = b(uy—ug) A(Z|ur) B(Z|us)+c(uy —us) B(E|uy) A(Z|usg)

c(ug — uy)
b(UQ — Ul)

a(ug — uy)
b(U2 — Ul)

(b) Aus (o, 3,7,0) = (2,3,3,3) folgt
¢(uy— ) B(Z|ug) D(Z|u1)+b(uy —us) D(Z|u) B(E|u1) = w(uy—us) B(Z|u1 ) D(Z|us)

w(uy — us) c(uy — ug)
b(U,l — UQ)

= A(F|us) B(F|uy) = B(#|ur) A(F|uz)— B(#|us) A(F|uy).

= D(&|ug) B(Z|u,) = B(Z|uy) D(Z|ug) — B(Z|uy) D(Z|uy).

b(U,l — Ug)

(¢) Durch Multiplikation der vorigen Gleichung mit geeigneten o und unter Aus-
nutzung der Fermionenerhaltung ergibt sich

w(uy — us)

b(U1 — Ug)

Dies lifst sich wieder leicht graphisch verstehen.

c(uy — uy)

ﬁ*(a‘:’|u2)é(f|u1) = - b(uy — us)

B(Z|uy) D*(Z|us) + B(Z|ug) D*(Z|u,).
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(d) Aus («, 3,7,9) = (2,2,3,3) folgt
a(uy — ug) B(Z|uy) B(Z|uy) = w(uy — uy) B(Z|uy) B(Z|us).

3. Es gelten folgende Vertauschungsrelationen fiir die Komponenten der modifizierten
Monodromiematriz T? :

(a) Aus (5.3) folgt mit (o, 5,7,0) = (1,1,7,1)

a(z; —u)
b(zh — u)

(b) Aus (5.4) folgt mit (a, B,v,0) = (1,4, k,1)

D (#]i) Bi(#|u)

A1) B () = B(#n) A% — S B2 i) (i),

~—

1 . N BT c(u — x;) I
— s P D @S (0 = ) = S BRI D 7l
(c) Aus der vorigen Gleichung erhdlt man
D (&) By(#|u)
1 ., i (= k!l c(u — ;) 2|
— oy P ) D 0 (w—el) == B (a10) D aT)
(d) Aus (5.3) folgt mit (e, 8,7,0) = (1,1, 5, k)
= - 1 . o ]
B;(#'|u) B (i) = mBg(xll)Bj'(ﬂU)Sif (z; — u).

4. Die Komponenten der reduzierten modifizierten Monodromiematriz T9 erfillen die
folgenden Vertauschungsrelationen:

(a) Aus (5.3) folgt mit (o, 3,7v,9) = (2,2,3,2)

A9(2i) B(#[u) = %B(;ﬂu)ﬁ@(fu) _ %B%mﬁmu)
(b) Aus (5.4) folgt mit (@, 3,7,5) = (2,3,3,3)
DO B() = o BE0DE) - 5= B Dl
(¢) Aus der vorigen Gleichung folgt
D+ (30 B(T]u) = —%B(mu)ﬁ*@(m) + HBQ(ﬂi)ﬁ*(ﬂu).

(d) Aus (5.3) folgt mit («, 3,7v,9) = (2,2,3,3)

B(#'|u)B®(z|i) = MBQ(:EU)B(:I;’W).
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Lemma 42. Die Yang-Baxter-Struktur induziert die Vertauschungsrelationen
MZT*S (1) = GapOap Oarpoas T (WME = 05 T (4) — 0upOap Oas0w a0l TG (u)
fir die Generatoren der spl(2,1) und die fermionischen Monodromiematrizen.

Beweis. Entwickelt man die Monodromiematrix nach Ordnungen von v~! und schreibt
die Ordnung v—! der Yang-Baxter-Gleichung
! Ce Ce
S
ull o 3 v

p o

auf, so erhilt man

i\\\

)

i

Durch Umordnen der Fermionlinien und Anwendung der Fermionenerhaltung auf den
zweiten Term der rechten Seite, gelangt man zu

2

)

éﬁ%ﬁ

M~ ]

/]

gk
=
MDY

|
!

In einem letzten Schritt wende die Fermionenerhaltung auf den ersten Faktor links an
und multipliziere mit o/ s:

Das ist offenbar das gewiinschte Ergebnis. O

AN\

|
:
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E.4 Die Hilfsfunktionen

Lemma 43. Die Funktionen

P(1+%5+%) L(g—%) . w
w(x):w, T(x):xma 7(z) = e
erfillen fir beliebige, aber feste Zahlen &, ¢ € C die Funktionalgleichungen
_ () 1z —¢) () _T=z-§
bla)ib(x) = bz ), = e e = T

Offenbar ist es moglich, jede dieser Funktionen noch mit einer &-periodischen Funktion zu
multiplizieren, ohne daf$ sich die Funktionalgleichungen dndern. Dies schliefit insbesondere
einen konstanten Faktor ein (,Normierung“).

Bewess.

1. Mit I'(x + 1) = aT'(z) folgt

o TA+E+9H o T(E+9 T+%
B (N S N N R
NE+9
T@—lﬁ(f—f)-
2. Genau wie eben gilt
@)  K+a TE-%) e 1L TE-%-1
ZE I A S N ¢
_ foar K _g)F(%—§—1):T(x—§
§— 1 L(g+%)  bE—x)

weil beide Seiten der Funktionalgleichung dann offensichtlich —1 sind.

E.5 Nebenrechnungen

Lemma 44. Fir die verwendeten Gewichte gilt
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Bewezs.

c(—0) K K-0 K K+60 ¢
b(—0) K—-0 —0  K+0 6  b0)

Lemma 45. Fir die verwendeten Gewichte gilt

w(#) 1

b)) — b(—0)

Beweis. Eine einfache Rechnung ergibt

wl) K—-60 K+6 K—90 1

b)) K+6 0 —0 b(—0)




Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde in den ersten Kapiteln ein umfassender Uberblick iiber
die grundlegenden Aspekte von integrablen Modellen der Quantenfeldtheorie in 1 41 Di-
mensionen gegeben, die seit Mitte der 70er Jahre intensiv erforscht werden, und ihre
Konsequenzen vorgestellt [9]. Als besonders wichtig erwies sich dabei die Faktorisierung
der S-Matrix [10], die einerseits die Verbindung zum Gebiet der Quantengruppen her-
stellt und es andererseits erlaubt, zusammen mit bestimmten quantenfeldtheoretischen
Uberlegungen ein Gleichungssystem aufzustellen, aus dem sich unter Annahme maxi-
maler Analytizitit eine eindeutige S-Matrix ergibt, wenn gewisse Anfangsparameter des
Modells wie Teilchenarten, Symmetrien usw. gegeben sind [28, 49]. Dieses sogenannte
Bootstrap-Programm wurde in Kapitel 3 ausfiihrlich an den Beispielen Z(NV)-Ising- und
Sinus-Gordon-Modell veranschaulicht. Wahrend die S-Matrix nur das On-Shell-Verhalten
der Theorie beschreibt, gelingt es mit dem sogenannten Formfaktorprogramm den Uber-
gang zu den Off-Shell-Grofen, den Korrelationsfunktionen, zu finden. Unter Annahme der
maximalen Analytizitdt und Ausnutzung der Faktorisierung der S-Matrix lassen sich so
per LSZ-Reduktion Eigenschaften dieser Formfaktoren beweisen [14, 16].

Das Ziel dieser Arbeit war der Nachweis, dafl die Gleichungen des Bootstrap- und
des Formfaktorprogramms die Lokalitéit der Felder implizieren. Bemiihungen zu dieser
Problematik gab es Anfang der 90er Jahre von F. A. Smirnov [16] und M. Yu. Lashke-
vich [39], deren Beweise jedoch insofern unbefriedigend sind, als daf} sie beide nur fiir
Modelle ohne gebundene Zusténde Giiltigkeit haben. Auflerdem enthélt Smirnov’s Be-
weis einige Unstimmigkeiten, und Lashkevich’s Beweis ist auf Modelle mit diagonalen
S-Matrizen beschrankt. Smirnov hat in seinem Beweis Crossing-Formeln [16, Gleichun-
gen 28, 29 und 30] verwendet, die einige Vorzeichenfehler enthalten. Unter Verwendung
des LSZ-Formalismus ist es mir unter Annahme der maximalen Analytizitdt der Form-
faktoren gelungen, in einem ersten Schritt zwei Rekursionsbeziehungen herzuleiten (sie-
he (2.13)) und anschlieend per Induktion zwei allgemeine Crossing-Formeln zu beweisen
(siehe Sétze 9 und 10). Es stellte sich heraus, dafl mit diesen korrigierten Gleichungen
tatséchlich die Lokalitiit bewiesen werden kann (siche Theorem 12). Um den von seiner
Nomenklatur her sehr schwierigen Beweis anschaulich zu machen, habe ich graphische
Methoden, wie sie zum Beispiel in [14] zu finden sind, weiterentwickelt. In einem kleinen
Exkurs wird ein alternativer Beweis der allgemeinen Crossing-Relation angegeben, der als
Hilfsmittel ausschliefllich die Zamolodchikov-Algebra verwendet und damit ein weiteres
Indiz fiir deren Bedeutung in integrablen Modellen der Quantenfeldtheorie in 1 4+ 1 Di-
mensionen liefert.

In der Vergangenheit gab es Versuche, eine graphische Notation fiir diejenigen Glei-
chungen des Bootstrap- bzw. Formfaktorproframms zu finden, mit denen gebundene
Zusténde beschrieben werden [14]. Fiir Darstellungen von Quantengruppen ist eine gra-
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phische Beschreibung der Fusionsregeln seit Anfang der 80er Jahre bekannt [48]. Da dort
jedoch im Gegensatz zu hier unsymmetrische R- und keine symmetrischen S-Matrizen
auftreten und auflerdem physikalische Parameter wie die Paritit von Zustédnden, etc. kei-
ne Rolle spielen, gab es Schwierigkeiten, in integrablen Modellen ein konsistentes Bild zu
konstruieren. In dieser Arbeit wird ein System von S-Matrix- und Formfaktorgleichun-
gen vorgestellt, dafl meines Erachtens gleichzeitig optimal auf eine graphische Notation
und auf das Wechselspiel der jeweiligen Gleichungen ausgerichtet ist (siehe Definitionen 1
und 2). Fiir das Z(N)-Ising- und das Sinus-Gordon-Modell wurde durch explizite Angabe
von Phasenkonventionen und Berechnung einiger Residuen von S-Matrizen gezeigt, dafl
sie sich in diesem neuen Rahmen darstellen lassen (siehe Sétze 5 und 7). Gleiches ist fiir
andere Modelle zu vermuten und sollte noch eingehender untersucht werden.

Nach der Anpassung der S-Matrix- und Formfaktorgleichungen war es méoglich, den
Beweis der Lokalitdt ohne grofle Schwierigkeiten auch auf Modelle mit gebundenen
Zustinden auszudehnen. Dabei treten im Vergleich zu vorher einerseits mehr Zwischen-
zustinde auf, und andererseits haben sowohl die Formfaktoren als auch die S-Matrizen
zusitzliche Pole. Indem alle moglichen Residuen der in der Entwicklung auftretenden
Formfaktoren berechnet wurden, konnte gezeigt werden, daf} sie zu Gruppen zusammen-
gefafit werden konnen, die fiir sich jeweils keinen Beitrag ergeben. Der Zusammenhang der
diskutierten Intertwiner mit der Darstellungstheorie der Quantengruppen [50], die zu der
zugrundeliegenden Yang-Baxter-Algebra gehoren, sollte noch genauer untersucht werden.

Die Frage nach den Kommutationsbeziehungen fermionischer Felder ist ein offenes
Problem. Die Formfaktorgleichungen fermionischer Operatoren enthalten an bestimmten
Stellen zusétzliche Vorzeichen, so dafl es vermutlich einfach ist, v6llig analog zum bosoni-
schen Fall ein Antikommutativitdtstheorem zu zeigen [39]. Interessant wére es zudem, die
Formulierung integrabler Modelle iiber die Zamolodchikov-Algebra weiterzuentwickeln.
Dazu gehort vor allen Dingen die Konstruktion einer Darstellung derselben in physika-
lischen Rdumen fiir nichtdiagonale S-Matrizen, die meiner Kenntnis nach im Gegensatz
zum diagonalen Fall [55] bisher noch nicht gelungen ist.

In Kapitel 5 wurde ein sogenannter verschachtelter Off-Shell Bethe Ansatz [43, 44]
zur Losung einer Matrix-Differenzengleichung verwendet, die in engem Verhéltnis steht
zu der Watson-Gleichung (2.17) und der Gleichung (2.18) fiir die zyklische Vertauschung
von Argumenten in Formfaktoren. Dabei wurden die Ideen, die schon fiir S-Matrizen mit
SU(N)-, U(N)- und U,[su(N)]-Symmetrie angewendet worden sind [41, 42], erfolgreich
auf eine S-Matrix iibertragen, die mit dem supersymmetrischen t-J-Modell [21, 22] asso-
ziiert ist. Anschlieflend wurde gezeigt, dafl die konstruierten Losungen Hochste-Gewicht-
Vektoren der supersymmetrischen Lie-Algebra spl(2,1) sind, und die dazugehdrigen Ge-
wichte explizit ausgerechnet. Mit Hilfe von rein gruppentheoretischen Uberlegungen wie
der Anwendung von Leiteroperatoren sollte es dann mdoglich sein, alle Losungen anzuge-
ben.

Fiir die Zukunft sind Untersuchungen der entsprechenden g-deformierten Matrixdif-
ferenzengleichung vorgesehen, die mit der gradierten Algebra U,[spl(2,1)] verbunden ist.
Nach den vorliegenden Erkenntnissen scheint es so zu sein, als ob der Off-Shell Bethe
Ansatz als Losungsmethode fiir Matrixdifferenzengleichungen des betrachteten Typs ei-
ne gewisse Universalitdt besitzt. Eine weitere wichtige Anwendung konnte daher dar-
in bestehen, den Off-Shell Bethe-Ansatz zur Bestimmung der Formfaktoren des O(N)-
symmetrischen o-Modells einzusetzen und anschlieend dessen Korrelationsfunktionen zu
bestimmen. Eine weitere offene Frage ist, ob sich mit der supersymmetrischen S-Matrix
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des t-J-Modells ein quantenfeldtheoretisches Modell in Verbindung bringen 148t.
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