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EinleitungSeit geraumer Zeit sto�en klassische integrable Feldtheorien auf ein breites Interesse, dasich L�osungen mit solitonischem Charakter konstruieren lassen. Solitonen sind lokalisierteAnregungen, die sich gegenseitig durchdringen k�onnen, ohne ihre Form zu ver�andern. Diebekanntesten klassischen integrablen Modelle { sie beinhalten alle eine Raum- und eineZeitdimension { sind die Korteweg-de Vries-Gleichung [1, 2], das Sinus-Gordon-Modell [3]und die nichtlineare Schr�odingergleichung [4], die durch die Gleichungen_�(t; x)� 6�(t; x)�0(t; x) + �000(t; x) = 0 (Korteweg-de Vries-Gleichung)��(t; x)� �00(t; x) + �� sin��(t; x) = 0 (Sinus-Gordon-Modell)i _�(t; x) + �00(t; x)� 2�j�(t; x)j2�(t; x) = 0 (nichtlineare Schr�odingergleichung)gegeben sind. Die letzten beiden sind o�enbar Modi�kationen von freien Wellengleichun-gen, im ersten Fall der Klein-Gordon-Gleichung und im zweiten der Schr�odingergleichung.Weitere integrable Modelle, die jedoch eher in der Quantenfeldtheorie eine Rolle spielen,sind das nichtlineare �-, das Z(N)-Ising-, das massive Thirring- und das Gross-Neveu-Modell. Das nichtlineare �-Modell dient als niederdimensionales Modell f�ur die Quanten-chromodynamik, die Theorie der starken Wechselwirkung, w�ahrend das Z(2)-Ising-Modellmit dem Ising-Modell der statistischen Physik im Skalenlimes assoziiert ist.Allgemein ist die Integrabilit�at eines Systems mit n Freiheitsgraden �aquivalent zu derExistenz von n unabh�angigen Erhaltungsgr�o�en. F�ur Feldtheorien, die de�nitionsgem�a�mindestens einen kontinuierlich parametrisierten Freiheitsgrad besitzen, bedeutet dies,da� es unendlich viele unabh�angige Erhaltungsgr�o�en geben mu� { in der Feldtheorie ofterhaltene Ladungen genannt und �uber das Noether'sche Prinzip mit Symmetrien verbun-den. In konformen Feldtheorien in 1 + 1 Dimensionen sind das zum Beispiel die erhalte-nen Ladungen der klassischen Virasoro-Algebra. Derartige konforme Symmetrien gehenauf Reparametrisierungsinvarianzen der Raum-Zeit zur�uck und treten nur in masselosenTheorien auf.Der Schritt von einer klassischen Feldtheorie zu einer Quantenfeldtheorie ist keines-wegs trivial. Dies liegt an der Tatsache, da� die lokalen Felder nicht wie in der Quan-tenmechanik gew�ohnliche Operatoren sind, sondern operatorwertige Distributionen, d.h.streng genommen m�ussen sie mit einer Testfunktion verschmiert werden, bevor sie aufeinen Zustand angewendet werden k�onnen. Hier soll jedoch trotzdem weiterhin von Ope-ratoren gesprochen werden, da dies auch in der Literatur weitgehend �ublich ist. Distri-butionen lassen sich in der Regel nicht miteinander multiplizieren, und daher sind imallgemeinen auch Produkte von Feldern im mathematisch strengen Sinne in der Quan-tenfeldtheorie nicht de�niert. Dies ist der Grund f�ur das Auftreten von Divergenzen wiez.B. einer unendlich hohen Nullpunktenergie, die durch Renormierung beseitigt werden7



8 EINLEITUNGm�ussen (vgl. [5, 6, 7, 8]). Da in den erhaltenen Ladungen der klassischen Feldtheorie imallgemeinen Produkte von Feldern auftreten, k�onnen bei der Quantisierung der TheorieAnomalien { d.h. Zusatzterme { auftreten, so da� die Integrabilit�at nicht zwangsl�au�gerhalten bleiben mu�. Ein Beispiel f�ur das Auftreten eines Zusatzterms gegen�uber demKlassischen ist die zentrale Ladung in den Vertauschungsrelationen der Generatoren derQuanten-Virasoro-Algebra.F�ur eine Reihe von Modellen, zum Beispiel das Sinus-Gordon-Modell, ist der Nach-weis gelungen, da� die erhaltenen Ladungen die Quantisierung �uberleben und unabh�angigbleiben, so da� auch die Quantenversion integrabel ist [9]. Besonders interessant ist, da�sich dadurch einschneidende Bedingungen f�ur die Streuung von Teilchen ergeben [10]. Sogilt:1. Die Zahl der Teilchen vor und nach der Streuung ist gleich.2. Dar�uber hinaus bleibt nicht nur der Gesamtimpuls erhalten, sondern jeder einzelneImpuls f�ur sich.3. Die S-Matrix faktorisiert, d.h. die n-Teilchen-S-Matrix l�a�t sich in geeigneter Weiseals Produkt von Zweiteilchen-S-Matrizen schreiben.Die ersten beiden Punkte sind anschaulich unter solitonischem Verhalten zu subsumieren.Der letzte Punkt hat eine ganz besondere Relevanz, da er zur Entdeckung der sogenanntenQuantengruppen f�uhrte, die zur Zeit ein wichtiger Gegenstand der Forschung sind undzahlreiche Anwendungen in der Quantenfeldtheorie sowie der statistischen Physik �nden.Daher soll hier ausf�uhrlicher auf die Faktorisierung eingegangen werden. Betrachte diebeiden Streuprozesse � - 321t
x-

@@@@@@������6321 x-
t 6 ������@@@@@@ :Die einzelnen Wechselwirkungen m�ogen r�aumlich und zeitlich weit voneinander entferntstatt�nden, so da� es erlaubt ist, die Teilchenbahnen durch gerade Linien zu approximie-ren. Beide Diagramme zeigen einen Proze�, bei dem drei Teilchen wieder in drei Teilchen�ubergehen, wobei links allerdings erst Teilchen 1 mit 2 streut, w�ahrend rechts zuerst dieTeilchen 2 und 3 miteinander in Wechselwirkung treten. Es gibt o�enbar zwei in�aquiva-lente M�oglichkeiten, eine Dreiteilchen-S-Matrix als Produkt von Zweiteilchen-S-Matrizenzu schreiben, wenn man jede einzelne Wechselwirkung durch letztere ausdr�uckt. Die Sym-metrieoperationen, die mit den h�oheren erhaltenen Ladungen verbunden sind, erlaubenes, die Trajektorien in der dargestellten Weise zu verschieben, so da� in integrablen Mo-dellen beide M�oglichkeiten das gleiche Ergebnis liefern m�ussen. Dies f�uhrt zur ber�uhmtenYang-Baxter-GleichungS(3) = S23(�2 � �3)S13(�1 � �3)S12(�1 � �2) = S12(�1 � �2)S13(�1 � �3)S23(�2 � �3)f�ur die Zweiteilchen-S-Matrizen. Die Parameter �i { Rapidit�aten genannt { sind dabei einMa� f�ur den Impuls der Teilchen. Diese Gleichung hat sich als au�erordentlich reichhaltig



9in den verschiedensten Gebieten der Physik und Mathematik herausgestellt. Sie liefertwie schon erw�ahnt die Grundlage f�ur das Studium von Quantengruppen bzw. Hopfalge-bren, die in gewisser Weise eine Verallgemeinerung herk�ommlicher Lie-Algebren darstel-len [11, 12, 13]), und spielt dar�uber hinaus in integrablen Modellen der Quantenfeldtheo-rie in 1 + 1 Dimensionen [14, 15, 16]) und der statistischen Physik in zwei Dimensio-nen [15, 17, 18, 19, 20]) eine �uberragende Rolle. So ist es zum Beispiel m�oglich, mit Tech-niken des algebraischen Bethe Ansatzes, die auf die durch die Yang-Baxter-Gleichung de�-nierte Struktur zur�uckgehen, Heisenberg-Modelle elegant zu l�osen [18]. Weitere efolgreichbehandelte Modelle in der statistischen Physik sind das Eismodell (6-Vertex-Modell), das8-Vertex-Modell [17], das supersymmetrische t-J-Modell als Modell f�ur Hoch-Temperatur-Supraleitung [21] sowie das Hubbard-Modell f�ur stark korrelierte Elektronensysteme [22].Die Yang-Baxter-Struktur erlaubt einerseits in vielen F�allen eine explizite Berechnungder Zustandssumme im thermodynamischen Limes und andererseits eine Klassi�kationdes auftretenden Spektrums �uber die Darstellungstheorie der assoziierten Hopfalgebren.Da� Quantenfeldtheorien und statistische Physik in diesem Zusammenhang gemeinsamauftreten, ist nicht verwunderlich, da es eine starke Korrespondenz von statistischen Mo-dellen an kritischen Punkten und konformen wie massiven Feldtheorien gibt. So ist dieZustandssumme eines Vertexmodells eng mit dem Pfadintegral einer euklidischen Quan-tenfeldtheorie auf dem Gitter verbunden. Die �Uberschneidungen beider Gebiete gehensogar so weit, da� es m�oglich ist, mit dem thermodynamischen Bethe Ansatz die zentraleLadung einer konformen Quantenfeldtheorie zu berechnen [23].Da die Yang-Baxter-Gleichung reichhaltige Strukturen bereitstellt und die Problemeder Quantisierung inklusive der Renormierung etc. vollst�andig vermieden werden, ist essinnvoll, den Blickpunkt zu wechseln und integrable Modelle der Quantenfeldtheorie nichtmehr �uber Lagrange-Dichten zu de�nieren, sondern durch die Konstruktion einer S-Matrixzu klassi�zieren, die sowohl die Yang-Baxter-Gleichung erf�ullt als auch die quantenfeld-theoretisch notwendigen Eigenschaften wie Unitarit�at, Lorentzinvarianz und Crossing-Symmetrie1. Weitere Eingangsgr�o�en sind das Teilchenspektrum und die Beziehungender jeweiligen Teilchen untereinander, also grob gesprochen jede Art von Symmetrien.Man erh�alt daraus ein System von Funktionalgleichungen, zu dem eine L�osung gefundenwerden mu�. Diese Vorgehensweise wurde in den 70er Jahren entwickelt und ist unter demNamen Bootstrap-Programm bekannt [24, 25]. F�ur integrable Modelle in 1 + 1 Dimen-sionen ist dieses Programm wesentlich erfolgreicher als dasjenige, das in den 60er Jahrenurspr�unglich f�ur 3+1 Dimensionen in der Teilchenphysik ausgearbeitet wurde [26, 27]. Solie�en sich mit Hilfe des Bootstrap-Verfahrens in 1+1 Dimensionen die exakten S-Matrizenvieler wichtiger Modelle { unter anderem die des Sinus-Gordon-Modells und des massivenThirring-Modells [28] { explizit angeben, die auf anderen Wegen nicht zu bestimmen wa-ren. Dabei stellte sich zum Beispiel heraus, da� die Vermutung �uber die �Aquivalenz dieserbeiden Modelle zutri�t, die Coleman 1975 st�orungstheoretisch begr�undet hatte [29]. DieVerbindung zu Theorien, die in der Lagrange-Formulierung gegeben sind, mu� indirekterfolgen, da im Bootstrap-Bild nicht die Felder, sondern die Zust�ande die prim�aren Ob-jekte sind. Die Identi�kation kann zum Beispiel �uber St�orungsentwicklungen sowie den1Eine gegebene Lagrange-Dichte eines klassischen integrablen Modells garantiert wegen der M�oglich-keit von Anomalien noch nicht die Integrabilit�at des Quanten-Modells. Diese m�u�te erst �uberpr�uft wer-den, was ein au�erordentlich schwieriges Unterfangen ist. Andererseits kann man Integrabilit�at geradezudadurch de�nieren, da� die S-Matrix die drei oben genannten Eigenschaften besitzt, also insbesonderefaktorisiert und die Yang-Baxter-Gleichung erf�ullt.



10 EINLEITUNGVergleich des Teilchenspektrums und des asymptotischen Verhaltens geschehen.Beschreibt die S-Matrix S12(�12) (�12 = �1 � �2) die Streuung zweier Teilchen 1und 2 mit den Rapidit�aten �1; �2 und ist �2 das Antiteilchen zu 2, so haben die S-Matrix-Gleichungen die Form(i) Unitarit�at: Sy12(�12)S12(�12) = 1.(ii) Crossing-Relation: S12(�12) = S�21(i� � �12).(iii) Yang-Baxter-Gleichung: S12(�12)S13(�13)S23(�23) = S23(�23)S13(�13)S12(�12).(iv) Bootstrap-Gleichung: S(12)3(�(12)3)�(12)12 = �(12)12 S13(�13)S23(�23)j�12=�(12)12 .Die im letzten Punkt auftretenden, urspr�unglich in [30] eingef�uhrten "Intertwiner\ �(12)12beschreiben die "Fusion\ der Teilchen 1; 2 zu einem gebundenen Zustand (12). Ihre Struk-tur steht in engem Zusammenhang mit der Yang-Baxter-Algebra, die dem Modell zugrun-de liegt. Sie k�onnen aufgefa�t werden als "Yang-Baxter\-Verallgemeinerung von herk�omm-lichen Clebsch-Gordon-Koe�zienten, die bei der Zerlegung von Produktdarstellungen vonLie-Gruppen relevant sind. Die Bootstrap-Gleichung ist daher nur bis auf eine Phase be-stimmt. In Kapitel 1 werden die Grundlagen der Streuung in integrablen Modellen in1 + 1 Dimensionen genauer ausgef�uhrt. Anschlie�end wird in Kapitel 3 das Bootstrap-Programm am Beispiel von Z(N)-Ising- und Sinus-Gordon-Modell eingehender vorge-stellt.Eine Quantenfeldtheorie gilt als vollst�andig gel�ost, wenn s�amtliche Korrelationsfunk-tionen, d.h. Vakuumerwartungswerte von Produkten von Feldern, bekannt sind. DasBootstrap-Bild hat wie schon erw�ahnt das Problem, da� Operatoren nachgeordnete Ob-jekte und au�erdem Korrelationsfunktionen O�-Shell-Gr�o�en sind, w�ahrend die S-Matrixeine On-Shell-Gr�o�e ist. Hier kommen die Formfaktoren ins Spiel. Die urspr�ungliche De-�nition von Formfaktoren in der Elementarteilchenphysik bezieht sich auf die Streuungvon Teilchen in externen Feldern2 (vgl. Lamb-Shift, anomales magnetisches Moment, ...).Dabei treten Einteilchenerwartungswertehp0jj�(x)jpides zugeh�origen Stromes j�(x) auf. Aus Gr�unden der Lorentzinvarianz und anderer Sym-metrien [31] gilt f�ur skalare Teilchen mit einer reellen Funktion Fhp0jj�(x)jpi = ei(p0�p)xhp0jj�(0)jpi = ei(p0�p)x q(2�)32!~p 02!~p (p0 + p)�F (t);wobei die Ladung q �uber Qjpi = R d3xj0(x)jpi = qjpi gegeben ist, d.h. F besitzt die Nor-mierung F (0) = 1. Als unabh�angige Variable wurde der Skalar t = (p0�p)2 = �2m2�2p0pgew�ahlt. Allgemein beschreibt die Fouriertransformierte von F im Ortsraum die Ladungs-verteilung im Teilchen [31], weshalb die Funktion F als Formfaktor bezeichnet wird. Han-delt es sich bei j�(x) um den elektromagnetischen Strom, so wird F (t) elektromagnetischerFormfaktor genannt. Im Falle von Spin-12 -Teilchen tritt noch ein weiterer reeller Form-faktor G(t) auf, wobei hier F (0) + G(0) = 1 gilt. Mit diesen Funktionen l�a�t sich dann2Diese Darstellung orientiert sich am Buch von S. Weinberg [8]. Weitere Einzelheiten sind dort zu�nden.



11neben der Ladungsverteilung auch das magnetische Moment beschreiben (siehe [8]). Esgilt � = qF (0)2m , was f�ur F (0) = 1, d.h. ohne Strahlungskorrekturen, dem Resultat vonDirac entspricht3 und in allen anderen F�allen ein anomales magnetisches Moment liefert.Diese Vorhersagen geh�oren zu den experimentell am genauesten veri�zierten Aussagender Physik.In dieser Arbeit wird ein etwas allgemeinerer Rahmen gew�ahlt als der eben beschrie-bene. Die verallgemeinerten Formfaktoren eines lokalen Operators O(x) sind de�niert alsdie Matrixelemente FO(fpig)e�iPj pjx = h0jO(x)jp1; � � � ; pniin;wobei der Exponentialfaktor wegen der Translationsinvarianz die vollst�andige Orts-abh�angigkeit des Matrixelementes wiedergibt. Da sich durch sogenannte Crossing-Relationen [31], die in der St�orungstheorie und im LSZ-Formalismus gelten, eventuell dortvorhandene Teilchen von der Bra-Seite auf die Ket-Seite wechseln lassen, k�onnen durchdie verallgemeinerten Formfaktoren beliebige Matrixelemente der Form houtjO(x)jini be-schrieben werden. So gilt zum Beispiel f�ur fpig \ fqjg = ; formalouthqm; � � � ; q1jO(x)jp1; � � � ; pniin = h0jO(x)j � qm; � � � ;�q1; p1; � � � ; pniin:Der Ausdruck auf der rechten Seite ist dabei als analytische Fortsetzung des physikalischenMatrixelements h0jO(x)jqm; � � � ; q1; p1; � � � ; pniin auf negative Energien zu verstehen. F�urbeliebige Matrixelemente gelten kompliziertere Crossing-Formeln, in denen weitere Sum-manden mit �-Funktionen der Impulse auftreten. F�ur eine genauere Diskussion sei aufKapitel 2 verwiesen.Sind alle verallgemeinerten Formfaktoren bekannt, k�onnen im Prinzip die Korrela-tionsfunktionen berechnet werden. Durch Einschieben eines vollst�andigen Systems vonZwischenzust�anden erh�alt man f�ur einen hermiteschen Operator O zum BeispielhO(x)O(y)i = 1Xn=0 1n! Z d~p14�!~p1 � � � d~pn4�!~pn e�iPj pj(x�y)jFO(fpig)j2: (1)Analoge Formeln k�onnen gefunden werden, falls der Operator nicht hermitesch ist oderder Erwartungswert eines Produktes von mehreren, m�oglicherweise auch verschiedenenOperatoren zu bestimmen ist. In integrablen Modellen in 1 + 1 Dimensionen lassen sichHilfsfunktionen, die sogenannten rapidit�atsabh�angigen FormfaktorenfO(�1; � � � ; �n);einf�uhren, die f�ur �1 > � � � > �n mit dem oben angegebenen physikalischen Matrixele-ment �ubereinstimmen und f�ur andere Ordnungen der Rapidit�aten � analytische Fortset-zungen desselben darstellen. F�ur die Einzelheiten sei auf Kapitel 2 verwiesen. Basierendauf �Uberlegungen von M. Karowski und P. Weisz konnte aus allgemeinen quantenfeld-theoretischen �Uberlegungen ein System exakter Funktionalgleichungen f�ur die rapidit�ats-abh�angigen Formfaktoren hergeleitet werden [32]. Diese gliedern sich im wesentlichen invier Teile und machen Aussagen zu3Das vorher Unverstandene war der Faktor 12 !



12 EINLEITUNG(i) dem Verhalten bei analytischer Fortsetzung auf unphysikalische Werte der Rapi-dit�aten, d.h. bei der Vertauschung zweier Argumente. Dies ist durch die sogenannteWatson-Gleichung gegeben:fO(�1; � � � ; �i; �j; � � � ; �n) = fO(�1; � � � ; �j; �i; � � � ; �n)S(�i � �j):(ii) dem Verhalten bei zyklischer Vertauschung der Argumente:fO(�1; � � � ; �n) = fO(�2; � � � ; �n; �1 � 2i�):(iii) der Polstruktur in bezug auf kinematische Pole. Das Residuum an einem solchen Polverkn�upft den Formfaktor mit einem anderen, der zwei Teilchen weniger enth�alt:2�iRes�12=0f(�1 + i�; �2; � � � ; �n) = �4�f(�3; � � � ; �n)�1� S(�2n) � � �S(�23)�:(iv) der Polstruktur in bezug auf Pole, die von gebundenen Zust�anden herr�uhren. DasResiduum verkn�upft den Formfaktor hier mit einem Formfaktor, der ein Teilchenweniger enth�alt:2�i Res�1=�2+�(12)12 f(�1; � � � ; �n) = 2�ip2f(�(12); � � � ; �n)�(12)12 :Alle diese Funktionalgleichungen werden in Kapitel 2 hergeleitet und ausf�uhrlich disku-tiert. In der letzten Gleichung treten wie schon bei den S-Matrix-Gleichungen die Intertwi-ner �(12)12 auf, mit denen die Fusion zweier Teilchen beschrieben wird. Sind die Phasen dortfestgelegt worden, so sind sie hier nicht mehr frei w�ahlbar. In anderen Worten: Es mu�darauf geachtet werden, da� die S-Matrix- und die Formfaktorgleichungen, die gebundeneZust�ande beschreiben, kompatibel sind. In dieser Arbeit wird erstmals ein vollst�andigesSystem von Phasenkonventionen vorgeschlagen, das besonders einfache Formeln zur Folgehat und sich auf einfache Art und Weise graphisch interpretieren l�a�t.Wie schon beim �Ubergang von der Lagrange-Formulierung zum Bootstrap-Bild ist esauch jetzt zweckm�a�ig, den Blickwinkel zu �andern und diese Formfaktorgleichungen gewis-serma�en als "axiomatische Grundlage\ der betrachteten integrablen Quantenfeldtheorieanzusehen. Sind die rapidit�atsabh�angigen Formfaktoren erst einmal bekannt, lassen sichwie schon im Fall der normalen Formfaktoren die Korrelationsfunktionen berechnen, soda� die Formfaktoren als gleicherma�en fundamentale Objekte angesehen werden k�onnen.Diese Betrachtungsweise f�uhrt auf das sogenannte Formfaktorprogramm [24, 32].In Erg�anzung zum Bootstrap-Programm wird im Formfaktor-Programm versucht,L�osungen zu den oben erw�ahnten Formfaktorgleichungen zu �nden und diese anschlie-�end bestimmten Operatoren zuzuordnen. Dies kann wie zuvor bei der S-Matrix wiederindirekt �uber st�orungstheoretische oder asymptotische Entwicklungen geschehen. LangeZeit war es nicht m�oglich, allgemeine L�osungen der Formfaktorgleichungen oder wenig-stens ein Konstruktionsschema anzugeben, so da� nur Formfaktoren bekannt waren, diewenige Teilchen beschreiben. Damit w�are es selbstverst�andlich nicht m�oglich gewesen,exakte Korrelationsfunktionen anzugeben. Inzwischen steht mit dem sogenannten O�-Shell Bethe Ansatz jedoch eine leistungsf�ahige Methode zur Verf�ugung, mit deren Hilfef�ur das Sinus-Gordon-Modell Formfaktoren beliebiger Ordnung f�ur die wichtigsten Ope-ratoren bestimmt worden sind [14]. Das Formfaktor-Programm ist somit prinzipiell in



13der Lage, exakte Aussagen f�ur integrable niederdimensionale Modellsysteme zu machen.Die Bedeutung dieser Tatsache liegt in drei Bereichen. Zum einen erho�t man sich, eintieferes Verst�andnis f�ur die Quantenfeldtheorie im allgemeinen zu gewinnen (z.B. Quark-Con�nement) und bislang unbekannte E�ekte zu �nden, die dann auch in realistischerenModellen gezielt gesucht und untersucht werden k�onnen. Zum anderen ist es m�oglich, an-hand der exakten Ergebnisse die numerischen Verfahren zu testen, die verwendet werden,um Vorhersagen insbesondere aus der Quantenchromodynamik zu erhalten, die bekannt-lich nicht st�orungstheoretisch behandelt werden kann. Ein numerischer Vergleich der Rei-henentwicklung f�ur Zwei- und Vierpunkt-Korrelationsfunktionen mit Gitterberechnungenzeigt f�ur das O(3)-symmetrische nichtlineare �-Modell, das wie schon erw�ahnt ein nie-derdimensionales Modell f�ur die Quantenchromodynamik ist, eine sehr gute �Ubereinstim-mung der Ergebnisse (siehe [33] und [34]). Insbesondere wurde auch festgestellt, da� dieReihenentwicklung (1) sehr schnell konvergiert und ohne gro�en Fehler bereits nach Form-faktoren mit wenigen Teilchen abgebrochen werden kann. Eine dritte Anwendung betri�tUntersuchungen von Modellen der statistischen Physik. So gab es zum Beispiel im letztenJahr Ver�o�entlichungen mit dem Ansatz, die sogenannten Nanor�ohrchen { also idealisiertzweidimensionale Objekte { aus Kohlensto�atomen mit einem Modell in Verbindung zubringen, in dem zwei Hubbard-Modelle schwach gekoppelt werden [35, 36, 37]. Mit Hilfevon Formfaktoren konnten so theoretische Vorhersagen f�ur die optische Leitf�ahigkeit, dieSpektralfunktion und die Zustandsdichte abgeleitet werden.Es stellt sich naturgem�a� die Frage, ob die Formfaktorgleichungen vollst�andig sindoder ob es weitere Gleichungen gibt, die das Verhalten der Formfaktoren bestimmenund bisher nur noch nicht bekannt sind. Die numerischen Ergebnisse, die sehr gut mitComputersimulationen �ubereinstimmen, sind ein erster Hinweis auf die Vollst�andigkeit.Allerdings gibt es zum einen noch nicht sehr viele dieser Vergleiche, da die wenigstenModelle schon gel�ost worden sind, und zum anderen w�are eine allgemeine theoretischeBegr�undung sehr viel befriedigender. Eines der wichtigsten Merkmale einer Quantenfeld-theorie ist die Lokalit�at. In der Operatorsprache bedeutet das, da� f�ur zwei raumartiggetrennte Raum-Zeit-Punkte x und y bosonische Felder die Kommutatorbeziehung[O1(x);O2(y)] = 0 (2)erf�ullen m�ussen. Anschaulich h�angt das damit zusammen, da� es f�ur einen raumartigenAbstand x � y ein Bezugssystem gibt, in dem die Ereignisse x und y gleichzeitig, aberan verschiedenen Orten statt�nden, so da� das Geschehen am einen Ort das am anderenOrt nicht beein
ussen k�onnen sollte. Es ist alles andere als selbstverst�andlich, da� dieFormfaktorgleichungen in Verbindung mit dem Bootstrap-Bild diese Lokalit�at implizie-ren. 1993 hat F. A. Smirnov in seinem Buch [16] gezeigt, da� sie im Falle eines Modells,das keine gebundenen Zust�ande besitzt, in der Tat ausreichen, um f�ur bosonische Felderdie Lokalit�atsbeziehung (2) zu gew�ahrleisten. Der Beweis enth�alt allerdings einige Vorzei-chenfehler. Unter Verwendung der Zamolodchikov-Algebra [38] konnte Lashkevich 1994das Kommutativit�atstheorems auf einem alternativen Weg beweisen, der zwar auch f�urantikommutierende Felder gilt, jedoch auf Modelle mit diagonalen S-Matrizen und ohnegebundene Zust�ande beschr�ankt ist [39]. Bisher ist zudem f�ur nichtdiagonale S-Matrizendie Existenz der entsprechenden Zamolodchikov-Algebra noch nicht gesichert, so da� eszu diesem Zeitpunkt nicht sinnvoll erscheint, diesen Weg weiterzuverfolgen. Lie�e sichjedoch der Beweis von Smirnov korrigieren und au�erdem auf Modelle mit gebundenenZust�anden fortsetzen, w�are dies ein starker theoretischer Hinweis auf die Vollst�andigkeit



14 EINLEITUNGder S-Matrix- und Formfaktorgleichungen.Hier setzt die vorliegende Diplomarbeit an, deren wesentliche Ergebnisse im folgendenzusammengefa�t werden. Zum einen wird gezeigt, da� der Beweis von Smirnov seineG�ultigkeit beh�alt, wenn einige falsche Formeln4 in seinem Buch durch andere ersetztwerden, die in den Kapiteln 2 und 4 hergeleitet werden. Andererseits konnte ich denBeweis innerhalb des von Smirnov aufgezeigten Rahmens { wenngleich auch mit anderen�Uberlegungen und Techniken { auf Modelle mit gebundenen Zust�anden verallgemeinern.Dazu wurde eine konkrete Formulierung des Bootstrap-Bildes entwickelt, die optimal dieenge Verkn�upfung zwischen den S-Matrix- und den Formfaktorgleichungen beschreibt.Die beiden Beweise sollen jetzt kurz skizziert werden. Der grundlegende Schritt bestehtdarin, Matrixelemente des Kommutators [O1(x);O2(y)] mit in-Zust�anden zu betrachtenund f�ur diese eine Darstellung zu �nden, in der ausschlie�lich rapidit�atsabh�angige Form-faktoren auftreten. Analog zu (1) geschieht das durch Einf�ugen eines vollst�andigen Sy-stems von in-Zust�anden. Man erh�alt so in einem ersten Schritt die Gleichung5inh�m; � � � ; �1jO1(x)O2(y)j�1; � � � ; �niin= 1Xl=0 1l! Z d
14� � � � d
l4� inh�m; � � � ; �1jO1(x)j
1; � � � ; 
liin�inh
l; � � � ; 
1jO2(y)j�1; � � � ; �niin:Um die Verbindung zu den rapidit�atsabh�angigen Formfaktoren herzustellen, m�ussen nunallgemeine Crossing-Relationen verwendet werden. An dieser Stelle liegt der Fehler inSmirnov's Beweis: Die von ihm verwendeten Beziehungen, die er ohne jeden Beweis po-stuliert, sind schon in den einfachsten F�allen o�enkundig falsch. Ein wichtiger Bestandteilmeiner Arbeit war daher, eine allgemeine Crossing-Relation zu �nden und zu beweisen.F�ur die Formfaktoren F l�a�t sich leicht eine solche Formel angeben. Das Problem bestehtdarin, diese Formel auf die Funktionen f zu �ubertragen, die nur f�ur bestimmte Ordnungenihrer Argumente mit den F 's �ubereinstimmen. Mit Hilfe des LSZ-Formalismus ist es mirgelungen, die speziellen Crossing-Relationeninh�m; � � � ; �1jO(x)j�1; � � � ; �niinjanal:cont: =: fO(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n)= nXi=1 4��(�1 � �i)fO(�2; � � � ; �mj�1; � � � ; �̂i; � � � ; �n)S(�1 � �i) � � �S(�i�1 � �i)+ fO(�2; � � � ; �mj�1 + i� � i0; �1; � � � ; �n)= nXi=1 fO(�1; � � � ; �m�1j�1; � � � ; �̂i; � � � ; �n)4��(�m � �i)S(�i � �n) � � �S(�i � �i+1)+ fO(�1; � � � ; �m�1j�1; � � � ; �n; �m � i� + i0)herzuleiten. �Uber vollst�andige Induktion war es mir damit zudem m�oglich, eine allgemeineCrossing-Formel zu beweisen, die in einigen Vorzeichen nicht mit der von Smirnov ver-wendeten �ubereinstimmt. Die Formel besagt im Prinzip, da� ein beliebiges Matrixelementeinschlie�lich aller nichtzusammenh�angenden Beitr�age sich durch analytische Fortsetzun-gen von Matrixelementen ausdr�ucken l�a�t, bei denen s�amtliche Teilchen auf einer Seite4Eine genauere Darstellung ist in Anhang D.1 zu �nden.5Statt Impulsen werden Rapidit�aten verwendet und die anderen Quantenzahlen der �Ubersichtlichkeitwegen weggelassen!



15des Operators stehen. Dabei m�ussen f�ur jeden Summanden unterschiedliche S-Matrizenber�ucksichtigt werden. In einem Exkurs in Kapitel 2 wird gezeigt, da� sich die gleicheallgemeine Crossing-Relation auch mit Hilfe des Ansatzes von Lashkevich [39] und derZamolodchikov-Algebra beweisen l�a�t und in kanonischer Art und Weise auf eine graphi-sche Interpretation f�uhrt. Auch dies ist meiner Kenntnis nach vorher noch nicht bekanntgewesen.Es existieren zwei unterschiedliche Versionen der Crossing-Formel. Dahergibt es insgesamt vier verschiedene M�oglichkeiten, die beiden Matrixelementeinh�m; � � � ; �1jO1(x)j
1; � � � ; 
liin und inh
l; � � � ; 
1jO2(y)j�1; � � � ; �niin durch rapidit�ats-abh�angige Formfaktoren darzustellen. Eine f�ur unsere Zwecke besonders n�utzliche Darstel-lung erh�alt man, indem man analog zum Vorgehen von Smirnov in der Reihenentwicklungf�ur inh�m; � � � ; �1jO1(x)O2(y)j�1; � � � ; �niin bzw. inh�m; � � � ; �1jO2(y)O1(x)j�1; � � � ; �niinnach Ausnutzung der Translationsinvarianz und Abseparation der Ortsabh�angigkeitdie Matrixelemente, die O1(0) enthalten, durch eine der beiden Crossing-Relationenausdr�uckt und analog diejenigen mit O2(0) durch die andere. Dabei stellt sich heraus, da�die Darstellungen bez�uglich O1(x)O2(y) unter Verwendung der Yang-Baxter-Gleichung,der Unitarit�at und der Crossing-Symmetrie f�ur die S-Matrix und der Watson-Gleichungf�ur die Formfaktoren in die von O2(y)O1(x) �ubergehen, wenn man die Rapidit�atender Zwischenzust�ande um �i� verschiebt. Wegen der Integration �uber die Rapidit�atender Zwischenzust�ande ist dies �aquivalent zu der Verschiebung der Integrationswege derIntegrale. Dabei m�ussen alle Pole des Integranden ber�ucksichtigt werden, die Beitr�agezum Residuensatz liefern. In Modellen ohne gebundene Zust�ande treten bei der obengew�ahlten Darstellung, bei denen die kinematischen Pole gerade oberhalb des Ausgangs-bzw. unterhalb des Zielintegrationswegs liegen, keine Residuenbeitr�age auf, so da� dieLokalit�at hier gew�ahrleistet ist. Dies ist f�ur Modelle mit gebundenen Zust�anden nichtmehr der Fall. Dort haben einerseits die Formfaktoren zus�atzliche Pole, die gebunde-nen Zust�anden entsprechen, und andererseits treten in den nichtzusammenh�angendenAnteilen ebensolche Pole der S-Matrizen auf. O�ensichtlich ist es f�ur die G�ultigkeit derLokalit�at notwendig und hinreichend, da� diese unerw�unschten Residuenbeitr�age sichinsgesamt gegenseitig aufheben. Da die Formeln, die verwendet werden m�ussen, in denmeisten F�allen sehr un�ubersichtlich sind, bestand ein wichtiger Teil meiner Arbeit inder Weiterentwicklung und konsequenten Anwendung von graphischen Methoden zurVeranschaulichung der Sachverhalte und Skizzierung der Beweise.Gilt f�ig \ f�jg = ;, d.h. sind keine nichtzusammenh�angenden Anteile vorhanden,l�a�t sich verh�altnism�a�ig einfach zu jedem Residuenbeitrag des einen Formfaktors einResiduenbeitrag beim anderen �nden, so da� ihre Summe gerade verschwindet. Um daszu zeigen, m�ussen s�amtliche S-Matrix- und Formfaktorgleichungen herangezogen werden.Bei der Durchf�uhrung des Beweises wurde f�ur das Sinus-Gordon-Modell ein bislang un-bekannter Fusionsproze� postuliert, der f�ur die Konsistenz unbedingt notwendig ist. Eineanschlie�ende genauere Analyse des Modells ergab die tats�achliche Existenz dieses Pro-zesses. Wesentlich un�ubersichtlicher und schwieriger wird der Beweis der Lokalit�at, fallsnichtzusammenh�angende Anteile vorhanden sind, da hier nicht nur die Formfaktoren, son-dern auch die S-Matrizen Pole aufweisen. Es wird gezeigt, da� in diesem Fall Residuenbei-tr�age von zwei verschiedenen Polen und insgesamt jeweils neun Summanden herangezogenwerden m�ussen, die sich dann gegenseitig wegheben. Das Problem bestand insbesonde-re darin, Kompensationen f�ur die nichtzusammenh�angenden Beitr�age der S-Matrizen zu�nden, da diese sich in der Regel nicht gegenseitig wegsummieren. Die L�osung ist, da�



16 EINLEITUNGeinige der anderen Beitr�age, bei denen zwei Teilchen in den gleichen Formfaktor einlaufen,als Randwerte von analytischen Funktionen einen versteckten nichtzusammenh�angendenAnteil besitzen, der sich erst nach Anwendung der Formel 1x�i0 = Px � i��(x) [40] o�en-bart. Fa�t man zwei dieser Beitr�age zusammen, so kompensieren sie gerade einen Beitrag,der von den S-Matrizen herr�uhrt. Bei der Zerlegung in Hauptwert- und singul�aren Anteilzus�atzlich auftretende nichtzusammenh�angende Beitr�age fallen bei der Residuumsbildungweg. Der vollst�andige Beweis ist in Kapitel 4 angegeben.Um den Beweis zu vereinfachen wurden die S-Matrix- und Formfaktor-Gleichungen,die bisher in allen mir bekannten Arbeiten jede f�ur sich standen, derart angepa�t, da�eine m�oglichst kanonische Formulierung des Wechselspiels beider Gleichungssysteme er-reicht wurde. Dies war m�oglich, da die Gleichungen, die gebundene Zust�ande beschreiben,nur bis auf Phasen festgelegt sind, was der Freiheit entspricht, eine beliebige Phase f�urdiese Zust�ande zu w�ahlen. Gleichzeitig wurde Wert darauf gelegt, da� die Gleichungeneine in sich konsistente graphische Darstellung besitzen. Das bedeutet, da� alle Bewei-se weitgehend graphisch veranschaulicht werden k�onnen. Der oben beschriebene Beweisder Lokalit�at gilt f�ur alle Modelle, die sich durch die hier verwendeten S-Matrix- undFormfaktorgleichungen beschreiben lassen. F�ur das Z(N)-Ising und das Sinus-Gordon-Modell werden in Kapitel 3 explizit S-Matrizen und Phasenkonventionen angegeben, dieden angepa�ten Bootstrap-Gleichungen gen�ugen, so da� f�ur diese Modelle die Lokalit�atexplizit bewiesen wird. Bei anderen Modellen mu� gegebenenfalls eine geeignete Phasen-konvention gefunden werden. Insgesamt ist der hier erbrachte Beweis der Lokalit�at einsehr starker Hinweis auf die innere Abgeschlossenheit der Formfaktorgleichungen und desBootstrap-Bildes.Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im ersten Kapitel werden die Grund-lagen relativistischer Streutheorie in integrablen Modellen der Quantenfeldtheorie in1 + 1 Dimensionen vorgestellt und im Anschlu� daran alle Gleichungen zusammengefa�t,die die S-Matrix beschreiben. Das zweite Kapitel enth�alt die genaue De�nition von verall-gemeinerten und rapidit�atsabh�angigen Formfaktoren. Au�erdem werden s�amtliche Form-faktorgleichungen und insbesondere eine allgemeine Crossing-Relation hergeleitet und alsAusgangspunkt des Formfaktorprogramms in einer �Ubersicht zusammengestellt. Erf�ulltein Modell die S-Matrix- und die Formfaktorgleichungen so soll von der G�ultigkeit desBootstrap-Bildes gesprochen werden. Ein kleiner Exkurs widmet sich dem Zusammen-hang der Zamolodchikov-Algebra mit integrablen Modellen und liefert �uber eine weitereFormalisierung eine sehr interessante anschauliche Interpretation der letzteren. Als Ne-benprodukt wird ein alternativer Beweis der allgemeinen Crossing-Relation angegeben. Imvierten Kapitel wird das Bootstrap-Programm am Beispiel des Z(N)-Ising- und des Sinus-Gordon-Modells ausf�uhrlich vorgestellt und zur Bestimmung der jeweiligen S-Matrizenverwendet. Anschlie�end wird gezeigt, da� die so konstruierten S-Matrizen konsistentsind mit dem Bootstrap-Bild. Der Beweis des oben skizzierten Kommutativit�atstheoremsist im f�unften Kapitel zu �nden.In Kapitel 5 wird ein mathematisches Problem gel�ost, das in engem Zusammenhangmit dem Formfaktorprogramm steht. Dazu wird ein sogenannter verschachtelter O�-ShellBethe Ansatz, mit dem im Sinus-Gordon-Modell die Formfaktoren bestimmt wordensind [14], verwendet, um f�ur eine supersymmetrische Matrixdi�erenzengleichung, die inengem Verh�altnis zu den beiden wichtigsten der Formfaktorgleichungen steht, H�ochste-Gewicht-L�osungen anzugeben. Damit ist zugleich eine gruppentheoretische Klassi�kations�amtlicher L�osungen m�oglich. Analoge Matrixdi�erenzengleichungen wurden bereits f�ur



17S-Matrizen untersucht, die mit den (Quanten-)Gruppen SU(N)-, U(N)- und Uq[su(N)]in Beziehung stehen [41, 42]. Ich habe die �Uberlegungen auf die mit der gradierten6 Lie-Algebra spl(2; 1) assoziierten S-Matrix des supersymmetrischen t-J-Modells [21, 22] {einem Modell der statistischen Physik f�ur die Hochtemperatur-Supraleitung { �ubertra-gen und gezeigt, da� trotz der Supersymmetrie keine weiteren Komplikationen auftreten.Zwar ist bisher noch kein Modell der Quantenfeldtheorie mit dieser S-Matrix in Verbin-dung gebracht worden, aber davon unabh�angig ist das Ergebnis ein wichtiger Hinweis aufdie Universalit�at des O�-Shell Bethe Ansatzes.Der O�-Shell Bethe Ansatz ist eine Abwandlung des algebraischen Bethe Ansatzesund geht auf H. Babujian zur�uck [43, 44]. Mit ihm lassen sich zum Beispiel Korrelations-funktionen berechnen und Matrix-Di�erenzengleichungen l�osen, wie sie in den Formfak-torgleichungen auftreten. Mit einem Bethe Ansatz, der speziell auf die zugrundeliegendeYang-Baxter-Struktur zugeschnitten ist, werden gew�ohnlich Eigenwertprobleme gel�ost.Bei der Anwendung der Operators auf den Ansatzvektor entstehen neben einem Vek-tor, der proportional zum Ursprungsvektor ist, auch unerw�unschte Terme, die sich ausder Yang-Baxter-Struktur berechnen lassen. Der algebraische Bethe Ansatzvektor enth�altfreie Parameter, die so gew�ahlt werden k�onnen, da� die unerw�unschten Terme verschwin-den und der Bethe Ansatzvektor das Eigenwertproblem l�ost. In diesem Zusammenhangtreten also immer Bethe Ansatzgleichungen auf, die es zu l�osen gilt. Im Gegensatz dazuenth�alt der O�-Shell Bethe Ansatzvektor von vornherein zus�atzlich zur Vektorstrukturauch Funktionen, die bestimmten Funktionalgleichungen gen�ugen. Au�erdem �ndet eineSummation oder Integration �uber einige der dort enthaltenen Variablen statt. Die un-erw�unschten Terme verschwinden hier nicht durch die Wahl bestimmter Parameter, alsoder Spezi�zierung des On-Shell Verhaltens, sondern erst nach der Summation bzw. Inte-gration. Zur Vertiefung der Thematik von Bethe Ans�atzen und deren Bedeutung in derstatistischen Physik sei auf vorhandene Literatur verwiesen [11, 15, 17, 18, 45].Die Kapitel 1-3 enthalten im wesentlichen Zusammenfassungen bekannter Resultateund Formeln, die f�ur die Darstellung der eigenen Ergebnisse von Bedeutung sind. Letzte-re sind in den Kapiteln 4 (Beweis der Lokalit�at) und 5 (L�osung der supersymmetrischenMatrixdi�erenzengleichung) aufgef�uhrt. Dar�uber hinaus enthalten auch die ersten Kapitelan einigen Stellen neue Resultate. So sind in den Kapiteln 1 und 2 Modi�kationen derbekannten S-Matrix- und Formfaktorgleichungen vorgestellt worden, die von den Phasen-konventionen optimal aufeinander abgestimmt sind. Ein weiteres Ergebnis ist der Beweisder Existenz eines bisher nicht in der Literatur diskutierten Fusionsprozesses im Sinus-Gordon-Modell in Kapitel 3.Es ist beabsichtigt, die Ergebnisse zur Lokalit�at und zur Matrixdi�erenzengleichungzur Ver�o�entlichung bei Fachzeitschriften einzureichen. Au�erdem sollen die Untersuchun-gen bez�uglich der Matrixdi�erenzengleichung auf den q-deformierten Fall fortgesetzt wer-den.
6Grob gesprochen beinhalten die de�nierenden Vertauschungsrelationen f�ur die Generatoren einergradierten Lie-Algebra neben Kommutatoren auch Antikommutatoren. H�au�g verwendet man auch denTerminus supersymmetrische Lie-Algebra.
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Kapitel 1Streuung in integrablen Modellender Quantenfeldtheorie
1.1 Vorbemerkungen zur NotationIm folgenden wird die quantenfeldtheoretische Standardnotation f�ur die Metrik verwendetwerden: ��� = 0BBB@ 1 0 0 00 �1 0 00 0 . . . 00 0 0 �1 1CCCAWie in der Literatur �ublich werden die Einheiten so gew�ahlt, da� Lichtgeschwindigkeitund Wirkungsquantum den Wert ~ = c = 1 haben. F�ur das Skalarprodukt zweier Vek-toren V;W wird die Schreibweise VW = V �W = V �W� verwendet, wobei gem�a� derEinsteinschen Summenkonvention �uber doppelt auftretende Indizes summiert wird.Alle betrachteten physikalischen Zust�ande werden durch die Anwendung von Impul-serzeugungsoperatoren ay�1(~p1) aus dem (eindeutigen und unter der Poincare-Gruppe in-varianten) Vakuum j0i generiert. Dabei wird die spezielle Schreibweisej(p1; �1); � � � ; (pn; �n)i = ay�1(~p1) � � �ay�n(~pn)j0ih(pn; �n); � � � ; (p1; �1)j = h0ja�n(~p1) � � �a�1(~pn)verwendet. Die Normierung physikalischer Zust�ande soll in d+1 Raum-Zeit-Dimensionendurch h(p0; �0)j(p; �)i = ��0� 2!~p(2�)d�d(~p 0 � ~p) (1.1)mit !~p = pm2 + ~p 2 festgelegt sein, was speziell in 1 + 1-dimensionalen Theorien vonVorteil ist. Bei geladenen Feldern werden keine unterschiedlichen Symbole f�ur Teilchen undAntiteilchen verwendet, wie es stellenweise in der Literatur geschieht. Das Antiteilchen ��zu � wird durch den Operator ay��(~p) erzeugt, so da� z.B. ein freies geladenes skalares Feldmit den kanonischen gleichzeitigen (x0 = x00) Vertauschungsrelationen[��(x); �y�0(x0)]� = ���0�d(~x� ~x 0)19



20 KAPITEL 1. STREUUNG IN INTEGRABLEN MODELLEN DER QFTdie Entwicklung �(x) = Z ddk(2�)d2!~k �e�ikxa�(~k) + e+ikxay��(~k)�besitzt. Es ist wichtig zu betonen, da� in der gesamten Arbeit das Heisenbergbild verwen-det werden wird, d.h. die Zeitabh�angigkeit sitzt allein bei den Operatoren, die Zust�andesind hingegen zeitunabh�angig.Wenn im weiteren von Impulsen gesprochen wird, sind immer die Impulsep = (E; ~p) ;inklusive der Energiekomponente gemeint. Freie Teilchen m�ussen auf der Massenschaleliegen, d.h. ihre Impulse m�ussen der Gleichungp2 = p�p� = E2 � ~p 2 = m2 (1.2)gen�ugen. Insbesondere ist stets E = p0 = pm2 + ~p 2 > 0. Man beachte, da� die obende�nierten Zust�ande mit Vierervektoren geschrieben wurden, d.h. da� in der Nomen-klatur neben den notwendigen r�aumlichen Impulskoordinaten ~p auch die f�ur physikalischeZust�ande durch (1.2) festgelegte Energie auftritt. Dies wird sich sp�ater als n�utzlich heraus-stellen, wenn analytische Fortsetzungen von Matrixelementen betrachtet werden sollen.1.2 Grundz�uge relativistischer StreutheorieDie LSZ-Annahme [46, 47] besagt, da� alle Felder �(x), die an einer Streuung beteiligteTeilchen beschreiben, f�ur x0 ! �1 im schwachen Limes gegen freie Felder konvergieren,die sogenannten in-Felder �in(x) und die out-Felder �out(x). Der Hintergrund dieser �Uber-legung ist, da� die Teilchen nicht miteinander wechselwirken, wenn sie gen�ugend gro�enAbstand haben, also lange Zeit vor dem Sto�proze� bzw. lange Zeit danach. Es ist darumm�oglich, zwei verschiedene Systeme von Zust�anden zu de�nieren, die jeweils den gesamtenHilbertraum aufspannen.Bezeichnen wie oben die Operatoren ain=out� (~p) und ain=out�� (~p)y die Entwicklungskoe�-zienten des in- bzw. out-Feldes nach L�osungen der jeweiligen freien Wellengleichung, sosind diese Zust�ande de�niert �uberj(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin=out = ain=out�1 (~p1)y � � �ain=out�n (~pn)yj0iin=outh(pn; �n); � � � ; (p1; �1)j = h0jain=out�n (~p1) � � �ain=out�1 (~pn):Das Bild
x

y
-

6
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1.2. GRUNDZ�UGE RELATIVISTISCHER STREUTHEORIE 21von Teilchentrajektorien im Ortsraum soll nochmal deutlich machen, da� dieser konkreteProze� durch die Zust�ande j(pa; �a); (pb; �b)iin bzw. j(pc; �c); (pd; �d)iout und in der Verallge-meinerung dieses Bildes der gesamte Hilbertraum durch jedes der beiden Zustandssystemebeschrieben werden kann.Die S-Matrix (besser: der Streuoperator Ŝ) ist de�niert als derjenige (notwendigerweiseunit�are) Operator, der die Vektoren einer Orthonormalbasis von out-Zust�anden in solcheeiner Orthonormalbasis von in-Zust�anden �uberf�uhrt:j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin = Ŝj(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iout:Die durch Adjugation gewonnene Beziehung hinj = houtjŜy zeigt, da� die Matrixelementedieses Operators bez�uglich der in-Basis folgenderma�en geschrieben werden k�onneninh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jŜj(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin= outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin:Wir wollen hier im weiteren nur auf eine spezielle Klasse von Zweiteilchenstreuprozes-sen eingehen, die im Hinblick auf Streutheorie in 1 + 1 Dimensionen wichtig ist. Der zubetrachtende Streuproze� ist schematisch in der folgenden Abbildung dargestellt:t-Kanal -
s-Kanal6




�AAK
AAAK���
pdpc
pbpa WW'&$%:Zwei Teilchen mit den Massen ma und mb, sowie den Impulsen pa und pb m�ogen sichaus dem Unendlichen ann�ahern und in Wechselwirkung treten. Dabei sollen wieder zweiTeilchen mit den Massen mc und md entstehen, die mit den Impulsen pc und pd imUnendlichen verschwinden. Nat�urlich mu� der Gesamtimpuls vor und nach der Streuungder gleiche sein: pa + pb = pc + pd.�Uber die folgenden Relationen k�onnen die sogenannten Mandelstam-Variablen ein-gef�uhrt werden:s = (pa + pb)2 = m2a +m2b + 2papb = (pc + pd)2 = m2c +m2d + 2pcpd;t = (pa � pc)2 = m2a +m2c � 2papc = (pd � pb)2 = m2d +m2b � 2pdpb;u = (pa � pd)2 = m2a +m2d � 2papd = (pc � pb)2 = m2c +m2b � 2pcpb: (1.3)Sie geh�oren zu den Prozessen(i) a+ b! c+ d (s-Kanal),(ii) a+ �c! d+�b (t-Kanal) bzw.(iii) a+ �d! c+�b (u-Kanal),je nachdem aus welcher Richtung das Diagramm gelesen wird. Die Crossing-Symmetrie [31] besagt, da� alle drei Prozesse durch verschiedene Randwerte einer einzigenanalytischen Funktion beschrieben werden. Genauer sind diese Randwerte gegeben durch



22 KAPITEL 1. STREUUNG IN INTEGRABLEN MODELLEN DER QFT(i) s-Kanal: Re s > (ma +mb)2, Im s = i0;(ii) t-Kanal: Re t > (ma +mc)2, Im t = i0;(iii) u-Kanal: Re u > (ma +md)2, Im u = i0.Die Bedeutung der Crossing-Symmetrie liegt darin, da� man durch analytische Fortset-zung der Amplitude des einen Prozesses zu denen der anderen gelangt. Da� die Variableneinen kleinen Imagin�arteil haben m�ussen, folgt aus der Struktur der Propagatoren, alsozum Beispiel f�ur skalare bzw. Spin-12-Teilchen�F (k) = 1k2 �m2 + i0 bzw. SF (k) = 16p�m+ i0 : (1.4)Unter Ausnutzung der Impulserhaltung ergibt sich die Identit�ats+ t+ u = 3m2a +m2b +m2c +m2d + 2pa �paz }| {(pb � pc � pd) = m2a +m2b +m2c +m2d;so da� nur zwei der drei Mandelstam-Variablen wirklich unabh�angig sind. Sie spielen einegro�e Rolle bei der Beschreibung von Streuprozessen, da sie die einzigen auftretendendynamischen Parameter sind. Der �Ubergang von s + i0 zu s � i0 entspricht dem �Uber-gang von avancierter zu retardierter Greens-Funktion oder { anders gesprochen { dem�Ubergang in �! out. Dies h�angt auch damit zusammen, da� die Zeitumkehr �uber einenantiunit�aren Operator dargestellt wird.1.3 Streuung f�ur integrable Modelle in 1 + 1 Dimen-sionen1.3.1 Rapidit�atenIn zwei Dimensionen ist die eine Komponente des Impulses p = (p0; p1) �uber die Mas-senschalenbedingung (1.2) direkt mit der anderen verkn�upft. Es gibt daher die folgendeM�oglichkeit, beide durch einen einzigen Parameter { die sogenannte Rapidit�at � { zuparametrisieren und damit die Massenschalenbedingung automatisch zu erf�ullen:p(�) = m (ch �; sh �) :Die Normierung von Zust�anden (1.1) lautet dannin=outh(p; �)j(q; �)iin=out = 2p0��� 2��(p1 � q1) = 4���� �(�1 � �2):Aus der Gleichung p1 = mvp1�v2 folgt nach elementarer Rechnung f�ur die Geschwindigkeit vdes Teilchens die Beziehung v = th �: (1.5)Wichtig an dieser Beziehung ist f�ur sp�atere Interpretationen im Zusammenhang mit ra-pidit�atsgeordneten Zust�anden (vgl. Abschnitt 2.4.2) die Folgerung �1 < �2 () v1 < v2.



1.3. STREUUNG F�UR INTEGRABLE MODELLE IN 1 + 1 DIMENSIONEN 23
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Abbildung 1.1: Analytizit�atsbereiche von s und �. Die Punkte kennzeichnen m�ogliche Poleder S-Matrix.Zus�atzlich sollen schon an dieser Stelle einige Formeln festgehalten werden, die gelten,wenn man die Rapidit�at ins Komplexe fortsetzt, und die sp�ater noch wichtig werden. Mitsh (i�) = i sin � = 0 und ch (i�) = cos � = �1 folgt aus den Additionstheoremen f�ur chund sh die Gleichungp(� � i�) = �ch (� � i�); sh (� � i�)�= �ch (�)ch (i�)� sh (�)sh (i�); sh (�)ch (i�)� ch (�)sh (i�)�= �(ch �; sh �) = �p(�):Die Mandelstamvariablen k�onnen dann nach Anwendung einiger Additionstheoremef�ur die hyperbolischen Funktionen in einfacher und symmetrischer Weise durch die ent-sprechenden Rapidit�aten �i (zu pi) ausgedr�uckt werden:s = (pa + pb)2 = m2a +m2b + 2mamb (ch�ach�b � sh�ash�b) ;= m2a +m2b + 2mambch (�a � �b)t = (pa � pc)2 = m2a +m2c � 2papc = m2a +m2c � 2mamcch (�a � �c); (1.6)u = (pa � pd)2 = m2a +m2d � 2papd = m2a +m2d � 2mamdch (�a � �d):1.3.2 Faktorisierung der S-Matrix und erste FolgerungenIntegrable Modelle in der Feldtheorie sind dadurch ausgezeichnet, da� sie unendlich vieleErhaltungsgr�o�en besitzen1. Dies hat drei weitreichende Konsequenzen (vgl. [10]):1. Die S-Matrix faktorisiert, d.h. l�a�t sich als Produkt von Zweiteilchen-Streumatrizenschreiben.2. Die Teilchenzahl ist erhalten.3. Die Impulse sind einzeln erhalten, nicht nur der Gesamtimpuls.Die drei genannten Punkte rechtfertigen die in integrablen Modellen gebr�auchlicheSchreibweisej(p1; �1); � � � (pn; �n)iin = S(n)�0n����01�1����n(p1; � � � ; pn)j(p1; �01); � � � (pn; �0n)iout= (�(n)S(n))�0n����01�1����n(p1; � � � ; pn)j(pn; �0n); � � � (p1; �01)iout: (1.7)1Das entspricht der Aussage, da� Systeme integrabel sind, wenn sie ebenso viele Erhaltungsgr�o�en wieFreiheitsgrade besitzen. In Feldtheorien existieren unendlich viele Freiheitsgrade.



24 KAPITEL 1. STREUUNG IN INTEGRABLEN MODELLEN DER QFTDie Matrix �(n) ber�ucksichtigt die Statistik der Teilchen bei der Vertauschung der Teil-chen und ist das Produkt von allen Zweiteilchenmatrizen �, die f�ur Fermion-Fermion-Vertauschung den Wert �1 und in allen anderen F�allen den Wert +1 liefert. Da� dieS-Matrix faktorisiert, bedeutet dann�(n)S(n)(p1; � � � ; pn) =Yi<j �S(2)(pi; pj);wobei das Produkt in einer bestimmten Reihenfolge zu nehmen ist (siehe [28]). Die obengenannten Punkte und ihre Konsequenzen sollen jetzt nacheinander { angefangen mitdem letzten { diskutiert werden.1.3.3 Analytizit�atsbereiche der S-MatrixDie Impulse seien einzeln erhalten. Es soll konkret angenommen werden, da�pa = pd () �a = �d; ma = md) und pb = pc () �b = �c; mb = mc):F�ur die Mandelstamvariablen folgt daher nach (1.6) und mit �ab := �a � �b = �c � �ds = m2a +m2b + 2mambch �ab;t = m2a +m2b � 2mambch �ab = 2(m2a +m2b)� s;u = 0:Diesen Beziehungen sind mehrere Folgerungen zu entnehmen:(a) Von den drei Mandelstamvariablen ist nur noch eine frei w�ahlbar. Alle anderensind durch sie bestimmt. Wir wollen in Zukunft immer s als unabh�angige Variableverwenden.(b) Zur Abk�urzung f�uhren wir die Mengen M+ = fxjx > (ma + mb)2g und M� =fxjx < (ma � mb)2g ein. Nach Abschnitt 1.2 gilt f�ur physikalische Prozesse im s-Kanal s 2 M+ + i0 bzw. im t-Kanal s 2 M� � i0 (, t 2 M+ + i0). Die ersteBedingung ist nur erf�ullbar2 f�ur � 2 R, die zweite f�ur � 2 R + i�.(c) Der Bereich M+ wird zweimal von s �uberdeckt, wenn �ab die reellen Zahlendurchl�auft. Der physikalische Bereich im s-Kanal ist jedoch nur s 2 M+ + i0, d.h.nur der Bereich �ab > 0 entspricht physikalischen Werten. Analoges gilt f�ur dent-Kanal.Das eben gesagte ist in Abbildung 1.1 veranschaulicht. Wie die Nomenklatur dortandeutet, w�ahlen wir die Bl�atter so, da� die Zuordnungen gelten, die in Tabelle 1.1 zu-sammengestellt sind. Im physikalischen Bereich von s, mu� die S-Matrix nach c) alsFunktion von j�abj bzw. i� � j�abj aufgefa�t werden. Die dargestellte s-Ebene mit denVerzweigungsschnitten bei M� wird als physikalisches Blatt, der Streifen Im � 2 (0; �)als physikalischer Streifen bezeichnet. Im Fall von integrablen Modellen wird im weiterenstets angenommen, da� die S-Matrix "maximal analytisch\ ist, d.h. alle Pole im physi-kalischen Blatt sind physikalisch bedingt, insbesondere liegen sie isoliert. Es stellt sich2Modulo der Periodizit�at der ch -Funktion.



1.3. STREUUNG F�UR INTEGRABLE MODELLE IN 1 + 1 DIMENSIONEN 25Tabelle 1.1: Analytizit�atsbereiche in s- und �-Ebene und ihre Korrespondenz.Bereich �ab-Bereich s-BereichI �ab = j�abj 2 R+ $ s 2M+ + i0II �ab = i� � j�abj 2 R� + i� $ s 2M� � i0III �ab = �j�abj 2 R� $ s 2M+ � i0IV �ab = i� + j�abj 2 R+ + i� $ s 2M� + i0die Frage, ob es konkrete Gleichungen gibt, die das Aussehen der analytisch fortgesetztenS-Matrix beschreiben. Aufgrund der Hermitizit�at des Hamiltonoperators ist die S-Matrixreell analytisch. Dies besagt f�ur einen physikalischen Proze� (also s 2M+)S(s� i0) = Sy(s+ i0)  ! S(�j�abj) = Sy(j�abj):Im Zuge der analytischen Fortsetzung dieser Gleichung f�ur alle Werte von � erh�alt manunter Ausnutzung der Unitarit�at die RelationS(��) = Sy(�) = S�1(�):Hierbei spielt die angenommene maximale Analytizit�at eine wichtige Rolle, damit �uber-haupt in einen gen�ugend gro�en Bereich analytisch fortgesetzt werden kann.F�ur Modelle mit Fermionen ist es sinnvoll, eine Hilfs-S-Matrix _S zu de�nieren:_S(�) = �S(�): (1.8)O�ensichtlich hat sie die gleichen analytischen Eigenschaften wie die urspr�ungliche S-Matrix, d.h. es gilt insbesondere _S(��) = _S�1(�). In Gleichungen heben sich die �'s oftheraus. Wenn keine Mi�verst�andnisse auftreten k�onnen, soll auch diese Hilfs-S-Matrix _Sk�urzer als S-Matrix bezeichnet werden, da sp�ater fast auschlie�lich sie Verwendung �ndenwird.1.3.4 Formalisierung und graphische NotationIm Hinblick auf den Zusammenhang mit Quantengruppen und eine graphische Notationsoll in diesem Abschnitt ein etwas formalerer Zugang zur S-Matrix entwickelt werden.Seien dazu f�ur alle Indizes i die V i �= C N Vektorr�aume, die als Darstellungsr�aume f�ur dieTeilchenmultipletts aufgefa�t werden. Wir de�nieren weiter den Raum V 1���n = V 1
� � �
V n. Der Raum Vi sei der Dualraum zu V i. Es mu� betont werden, da� zwei R�aume V iund V j zwar isomorph sind, aber trotzdem unterschieden werden m�ussen, da in Zukunftjedem dieser R�aume eindeutig eine Rapidit�at zugeordnet werden soll.Die Hilfs-S-Matrix soll im weiteren als Operator_Sij(�) : V i 
 V j �! V j 
 V iaufgefa�t werden. Dabei wollen wir die graphische NotationV j V jV iV i_Sij(�i � �j) = �j�i @@@I���� �� 0 �0�[ _Sij(�i � �j)]�0�0�� = �j�i @@@I���� (1.9)



26 KAPITEL 1. STREUUNG IN INTEGRABLEN MODELLEN DER QFTverwenden, bei der jeder geraden Linie und damit jedem der R�aume eine Rapidit�at zuge-ordnet ist. �Uberkreuzen sich zwei Linien, symbolisiert dies eine S-Matrix mit der Di�e-renz der Rapidit�aten als Argument. Diese Interpretation ist nur m�oglich, da die Impulsebzw. Rapidit�aten einzeln erhalten bleiben. Sp�ater wird die S-Matrix _Sij als Operator imRaum V 1���n aufgefa�t. Sie wirkt dann trivial auf allen R�aumen ungleich V i, V j. Mit diesenFestsetzungen besagt z.B. die Unitarit�at
� �
�0 � 066�i�j ���@@@�

� 0�0
�_Sij(�i � �j) _Sji(�j � �i) = 1 =�j�i �i@@@I���� :�Uber innere Linien wird dabei summiert!1.3.5 Crossing-SymmetrieIn Abschnitt 1.2 haben wir festgestellt, da� die S-Matrix eine Symmetrie bez�uglich derErsetzung Teilchen �! Antiteilchen und der analytischen Fortsetzung s 2 M+ + i0 �!s 2M� � i0 besitzt. Nach Abbildung 1.1 entspricht das in der �-Ebene f�ur physikalischeWerte von �, d.h. f�ur � = j�1 � �2j 2 R+ , dem �Ubergang � ! i� � �. Anders gesprochengeht man von Bereich I in Bereich II �uber. F�ur physikalische Werte (� 2 R+) lautet dieCrossing-Relation im �-Raum in der alten Schreibweise_S�0�0�� (�) = _S�0 ����0�(i� � �) = _S ���0���0 (i� � �):Auch diese Relation setzen wir unter Ausnutzung der maximalen Analytizit�at auf dasganze physikalische Blatt fort. Um eine Formulierung in der neuen Notation zu erhalten,f�uhren wir die Ladungskonjugationsmatrizen[C12]�� = ���� und �C12��� = ����ein3. Dann gilt _S12(�12) = C2�2 _S�21(i� � �12)C�22 = C1�1 _S2�1(i� � �12)C�11:Verbindet man mit den Ladungskonjugationsmatrizen die graphische Notation�� �� i��=C�� �� � + i��=C�� ;so lassen sich die Crossing-Relationen darstellen �uber1 2��@=1 2AA�21 =��@@ :3Die Ladungskonjugationsmatrizen k�onnen auch komplizierter aussehen. F�ur die Modelle, die in dieserArbeit behandelt werden, ist diese Festsetzung jedoch korrekt.



1.3. STREUUNG F�UR INTEGRABLE MODELLE IN 1 + 1 DIMENSIONEN 271.3.6 Die Yang-Baxter-GleichungWie weiter oben bereits festgestellt wurde, bedeutet Faktorisierung der S-Matrix, da� sichein Streuproze� von n Teilchen so darstellen l�a�t, da� nacheinander jeweils zwei Teilchenmiteinander streuen. Die Reihenfolge der Streuungen ist dabei a priori nicht eindeutigfestgelegt ist. Betrachte zum Beispiel die folgenden zwei Diagramme ein und desselbenStreuprozesses: @@@I����6V3 V2 V1 V3 V2 V1V3V2V1V3V2V1 =����@@@I 6 : (1.10)Da� sie den gleichen Proze� beschreiben, liegt an der Tatsache, da� die Symmetrieope-rationen, die mit den h�oheren erhaltenen Ladungen der integrablen Theorie verbundensind, es erlauben, die Linien in der dargestellten Weise zu verschieben. In Formeln ausge-schrieben bedeutet dies mit �ij = �i � �j_S12(�12) _S13(�13) _S23(�23) = _S23(�23) _S13(�13) _S12(�12):Diese Gleichung ist als Yang-Baxter-Gleichung oder auch als "star-triangle-relation\ be-kannt. Es wurde vorher bereits festgestellt, da� Faktorisierung die Existenz unendlich vie-ler Erhaltungsgr�o�en sichert und damit die Integrabilit�at des Modells gew�ahrleistet. Daherspielt die Yang-Baxter-Gleichung eine grundlegende Rolle in der Theorie integrabler Mo-delle in 2 Dimensionen, seien sie Vertexmodelle der statistischen Physik [15, 17, 18, 21, 45]oder integrable Quantenfeldtheorien in 1+1 Dimensionen [14, 16]. So beruhen zum Beispielalle Bethe-Ansatz-Techniken auf dieser Gleichung. Ein weiteres wichtiges Anwendungs-gebiet der durch (1.10) gegebenen sogenannten Yang-Baxter-Algebra ist das Studiumvon Quantengruppen, also grob gesprochen von Algebren, die gegen�uber den klassischenLie-Algebren q-deformierten Vertauschungsrelationen gen�ugen und f�ur bestimmte Wertevon q in die klassischen �ubergehen [11, 12, 13]. In der Knotentheorie ist sie ebenfalls vonBedeutung [19, 48].1.3.7 Gebundene Zust�andeDie Zweiteilchen-S-Matrix hat Pole, falls der Gesamtimpuls zweier Teilchen i und j aufder Massenschale eines dritten k liegt, d.h. f�ursij = (pi + pj)2 = m2k: (1.11)Vergleiche dazu die Propagatoren (1.4). Dies kann so interpretiert werden, da� aus demvirtuellen Teilchen, das in den verschiedenen Feynmangraphen zwei Vertizes verbindet, einreales Teilchen wird, wenn sein Impuls auf der Massenschale liegt. Diese Pole entsprechenalso gebundenen Zust�anden. In [30] wurde hergeleitet, wie sich in integrablen Modellender Quantenfeldtheorie in 1 + 1 Dimensionen aus den S-Matrizen der Konstituenten dieS-Matrix des gebundenen Zustandes konstruieren l�a�t, so da� Unitarit�at, Yang-Baxter-Gleichung und Crossing-Symmetrie erf�ullt sind.



28 KAPITEL 1. STREUUNG IN INTEGRABLEN MODELLEN DER QFTDie S-Matrix l�a�t sich als Operator _S12(�) : V1 
 V2 ! V2 
 V1 diagonalisieren4 undhat demnach eine Spektralzerlegung der Form_S12(�) =Xe _S(e)(�)P (e)12 (�);wobei die _Se(�) die Eigenwerte zum Eigenraum Ve sind. Die P (e)12 (�) : V1 
 V2 ! V2 
 V1sind die Projektoren auf diese Eigenr�aume. Die Vektoren der Basis im Eigenraum Ve sollenmit jeii� (i = 1; � � � ; dim Ve)bezeichnet werden. Der Basiswechsel von der urspr�unglichen (kanonischen) Basis desRaumes V1 
 V2 zu einer Basis von Eigenvektoren wird durch die Clebsch-Gordon-Koe�zienten (Intertwiner) �e12(�) : V1 
 V2 ! Ve � V1 
 V2 vermittelt gem�a� (f�ur�� �0 = �) j(�; ei)i� = �ei��(�)j(�; �); (�0; �)i:Die Rapidit�at � soll durch die Bedingung pei = p1 + p2 gegeben sein und spielt an dieserStelle von der algebraischen Struktur her noch keine Rolle (genau wie die Rapidit�aten�; �0). Zus�atzlich zu diesem Satz von Intertwinern gibt es auch noch einen Satz, derden umgekehrten Basiswechsel vermittelt (wobei allerdings die R�aume V1; V2 vertauschtwerden sollen). Werden diese Elemente mit�21e : Ve � V1 
 V2 ! V2 
 V1bezeichnet, so gilt o�enbar [�21e (�)�e12(�)]�0�0�� = ��0� ��0�[�e12(�)�21e (�)]�0� = ��0� ; (1.12)wobei jeweils �uber die (vollst�andigen) Eigenr�aume einer bestimmten Darstellung zu sum-mieren ist. Da nur einer der beiden Basiswechsel das Vertauschen der R�aume V1; V2 bein-haltet, sind diese Relationen asymmetrisch. Sp�ater bei der graphischen Darstellung wirddies noch deutlicher werden. Damit haben wir die Gleichung[S12(�)]�0�0�� =Xe ��0�0e (�)S(e)(�)�e��(�);wobei _S(e)(�) die Eintr�age der Diagonalmatrix der Eigenwerte sind.Bisher wurden nur die Bestandteile j(�; �)i und j(�; �)i eines Produktzustandesj(�; �); (�0; �)i als physikalische Zust�ande interpretiert. Nun wollen wir f�ur den Fall, da�die Rapidit�atsdi�erenz �� �0 einem Pol einer der Eigenwerte _Se(�) und der Massenscha-lenbedingung eines Teilchens entspricht5, die Vektoren des zugeh�origen Eigenraums als4Ein VektorPi;j j�i�ji 6= 0 hei�t hier Eigenvektor, falls ein � 2 C existiert, so da� _S12(�)Pi;j j�i�ji =�Pi;j j�j�ii. Diese De�nition tr�agt der Tatsache Rechnung, da� _S12 die R�aume V1 und V2 vertauscht.5Im Zweifelsfall mu� dieses Teilchen dann neu in das Modell aufgenommen werden. In einigen Modellengibt es auch Pole, die gekreuzten Kan�alen (engl. crossed channels) entsprechen oder sogar �uberhaupt keinephysikalische Bedeutung haben, also redundant sind. Diesen entsprechen dann nat�urlich keine neuenTeilchen.



1.3. STREUUNG F�UR INTEGRABLE MODELLE IN 1 + 1 DIMENSIONEN 29gebundene Zust�ande der Teilchen � und � au�assen. Wir schreiben daf�ur h�au�g auchkurz b = (��) und nennen �b�� = � � �0 den Bindungswinkel (auch Fusionswinkel) desProzesses. Aus dieser Betrachtungsweise erkl�art sich die oben angegebene De�nition derRapidit�at der Eigenzust�ande, die einfach nur die physikalisch notwendige Impulserhaltungwiedergibt. Im Zusammenhang mit Fusionsprozessen verwenden wir f�ur die Intertwinerdie graphische Notation ��0 ��0� � �b��(�� �0) =�0� 0 b@@ ��� ��0�0b (�� �0).@@b� =��Die Rapidit�aten gehorchen dabei der Fusionsbedingung (1.11) und der Impulserhaltung.Die oben angef�uhrten Orthogonalit�ats- und Vollst�andigkeitsrelationen haben damit diegraphische Darstellung ��TTTTT���
0 � 0e �� ����@@ =� 0�0@@�� HH ��

0
� =�0 .Zus�atzlich zu den Intertwinern de�nieren wir noch erweiterte Intertwiner�b�� = i�b�� jRes�=�b��S(b)(�)j 12�b�����b = i���b jRes�=�b��S(b)(�)j 12���b ;die die Relationen iRes�=�b�� _S�0�0�� = i��0�0b _R(b)�b�� = ��0�0b �b�� (1.13)und ���� = ������ = ������ = ����� = ����� = ������� (1.14)erf�ullen sollen. Die Phasen �b�� und ���b h�angen mit der Parit�at der beteiligten Zust�andezusammen, wie wir sp�ater beim Sine-Gordon-Modell sehen werden. Daneben de�nierenwir inverse erweiterte Intertwiner ~�b�� mit��0�0b ~�b�� = ~��0�0b �b�� = ��0� ��0� und �b0�� ~���b = ~�b0�����b = �b0b :F�ur diese erweiterten Intertwiner verwenden wir die graphische Notation ~����=� �� ���@@~����� =�� ��� @@����=���� �� � � ���@@�@@�� =�� :Die geforderten Beziehungen implizieren gewisse graphische Regeln, mit denen auch ge-rechnet werden kann. Setzt man sie in Diagramme um, gilt � ���=� ������ =�� ���=� � �@@=� � �BB=�� ��� ���@@�� =�� :



30 KAPITEL 1. STREUUNG IN INTEGRABLEN MODELLEN DER QFTAnaloge Diagramme gelten, wenn man Beine simultan umbiegt bzw. { strenger gesprochen{ alles mit Ladungskonjugationsmatrizen multipliziert.In Rapidit�aten ausgedr�uckt lautet die Fusionsbedingung (1.11)m2b = (p1 + p2)2 = m2� +m2� + 2m�m�ch (�� �0):Dies ist f�ur ���0 2 R nicht erf�ullbar, wenn gleichzeitig die Impulserhaltung gelten soll. Esstellt sich heraus, da� der Bindungswinkel rein imagin�ar sein mu�. M�ogliche physikalischePole der S-Matrix sind in Abbildung 1.1 als Punkte dargestellt.Da die Bindungswinkel immer rein imagin�ar sind, ist es m�oglich, die Fusionsprozesseim euklidischen Impulsraum auf einfache Art und Weise darzustellen [49]. Setze dazupeukl: = (ip1; p0) = m(ish �; ch �) = m(sin i�; cos i�):Diese Darstellung hat zwei Vorteile1. Es gilt peukl: � qeukl: = (ip1iq1) + p0q0 = q0p0 � p1q1 = pq und spezieller jj~peukl:jj2 =(ip1)2 + (p0)2 = m2, d.h. die Massenschalenbedingung (1.2) geht in die Bedingung�uber, da� der zugeh�orige euklidische Vektor auf einem Kreis mit dem Radius mliegt.2. Die rein imagin�aren Bindungswinkel sind in der neuen Ebene als echte Winkel auf-fa�bar. Dadurch ist eine einfache graphische Interpretation von Fusionsprozessenm�oglich.
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Abbildung 1.2: Darstellung einiger Fusionsprozesse im Impulsraum.In Abbildung 1.2 sind zwei m�ogliche Fusionsprozesse dargestellt. Im linken Bild ver-einigen sich zwei Teilchen der (gleichen) Masse m zu einem Teilchen, das wiederum dieMasse m besitzt. Ein derartiger Proze� tritt zum Beispiel im Z(3)-Isingmodell auf. DerBindungswinkel ist in diesem Fall �b = 2i�3 , und f�ur die Rapidit�at des gebundenen Zustandsergibt sich � = �� i�3 = �0+ i�3 . Allgemein gilt bei der Fusion zweier gleichschwerer Teil-chen immer � = �� 12�b = �0 + 12�b. Das rechte Bild stellt einen v�ollig beliebigen Proze�dar. Zwei Teilchen, die auf verschiedenen Massenschalen liegen, bilden ein neues Teil-chen, das wiederum eine andere Masse hat. Die Rapidit�at des gebundenen Zustandes l�a�tsich mittels einfacher geometrischer �Uberlegungen als Funktion jeder der beiden anderenRapidit�aten aus dem Diagramm ablesen.Nach [30] gilt f�ur die Streuung, in die ein gebundener Zustand involviert ist, bis aufunbestimmte Phasen die sogenannte Bootstrap-Gleichung_S(12)3(�(12)3)�(12)12 = �(12)12 _S13(�13) _S23(�23)j�12=�(12)12 :



1.4. ZUSAMMENSTELLUNG DER S-MATRIX-AXIOME 31Sie hat die Darstellung �� 321 ���@@��321 =����@@ bzw. (12)(12) � �@@@=���@@@ �� 3213 21und soll hier nicht hergeleitet werden. Allerdings zeigen die Abbildungen=��=��@@��=��@��@@�=��@@@@�� � ��� HHHH����=��HHHH=� �����HHHH=����HHHH��=�� ��HHHH��=���HHH ;da� diese Beziehung konsistent ist mit der Erf�ullung von Unitarit�at und Yang-Baxter-Gleichung. Die Bootstrap-Gleichung steht in engem Zusammenhang mit der Fusion vonDarstellungen von Quantengruppen (vgl. [48] und [50]).1.4 Zusammenstellung der S-Matrix-AxiomeIn der folgenden De�nition sind noch einmal alle Eigenschaften zusammengefa�t, die eineS-Matrix in integrablen Modellen in 1 + 1 Dimensionen besitzen mu�.De�nition 1 (S-Matrix-Axiome). Seien die V i �= C N Vektorr�aume, die von den ver-schiedenen Teilchen eines integrablen Modells aufgespannt und als Darstellungsr�aume f�urdie jeweiligen Multipletts aufgefa�t werden. Die Abbildung _Sij(�) : V i 
 V j �! V j 
 V ihei�t Zweiteilchen-Hilfs-S-Matrix, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:1. Unitarit�at: _S12(�12) _S21(�21) = 1: (1.15)
1 221 =@@����@@ :2. Crossing-Symmetrie:_S12(�12) = C2�2 _S�21(i� � �12)C�22 = C1�1 _S2�1(i� � �12)C�11: (1.16)1 2��@=1 2AA�21 =��@@ :3. Yang-Baxter-Gleichung:_S12(�12) _S13(�13) _S23(�23) = _S23(�23) _S13(�13) _S12(�12): (1.17)

321 @@@���321 =���@@@ :



32 KAPITEL 1. STREUUNG IN INTEGRABLEN MODELLEN DER QFT4. Maximale Analytizit�at:Alle Pole von _S im physikalischen Streifen besitzen eine physikalische Interpretati-on6.5. Polstruktur:_S hat einfache Pole bei den Bindungswinkeln �(12)12 , die zu den Fusionsprozessen12! (12) geh�oren. F�ur physikalische Pole im s-Kanal gilti Res�12=�(12)12 _S12(�12) = i�21(12) _R(12)�(12)12 = �21(12)�(12)12 : (1.18)Graphisch haben wir �12 = �(12)12 .��1 2(12)�@�@=i _R(12)i Res�12=�(12)12 (12)@��1 2@21 =��@@Pole im t-Kanal lassen sich mittels der Crossing-Symmetrie auf diesen Fallzur�uckf�uhren.6. Bootstrap-Gleichung:_S(12)3(�(12)3)�(12)12 = �(12)12 _S13(�13) _S23(�23)j�12=�(12)12 : (1.19)Diese Gleichung kann graphisch dargestellt werden �uber�� 321 ���@@��321 =����@@ :Sie soll dar�uber hinaus aus allen Richtungen gelten.7. G�ultigkeit des Bootstrap-Bildes f�ur die erweiterten Intertwiner:���� = ������ = ������ = ����� = ����� = ������� : (1.20)Diese Gleichungen k�onnen graphisch dargestellt werden �uber � (12)21=1 2�(12)��� =(12)1 2��=(12)1 2@@=(12) 1 2BB=�� (12)21 ��2@@(12)1 =��und garantieren zusammen mit der Unitarit�at, der Yang-Baxter- und der Bootstrap-Gleichung, da� vielf�altige graphische Manipulationen vorgenommen werden k�onnen.Es gibt weitere dieser Relationen, die hier nicht aufgef�uhrt sind.
6Diese Bedingung sichert die Eindeutigkeit der L�osungen. Unter Umst�anden k�onnen auch sogenannteCCD-Pole auftreten, die keine physikalische Bedeutung haben.



Kapitel 2Formfaktoren
2.1 De�nition und Herleitung einiger Eigenschaften2.1.1 De�nition der FormfaktorenSei O(x) ein lokaler skalarer Operator1. Dann de�nieren wir die kovektorwertige FunktionFO�1����n(sij + i0j1 � i < j � n) = h0jO(0)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin; (2.1)die nur von den Mandelstamvariablen sij = (pi+ pj)2 abh�angt. Die Beschreibung mit +i0soll darauf hindeuten, da� wir es mit den Randwerten von analytischen Funktionen zu tunhaben. Da� ausgerechnet ein +i0 auftritt, liegt an der Tatsache, da� Matrixelemente mitin-Zust�anden betrachtet wurden. Wir wollen diese Funktionen in Zukunft Formfaktorennennen. Durch eine Translation des Operators erh�alt man die Gleichungh0jO(x)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin = e�ixPi piFO�1����n(sij + i0j1 � i < j � n):Es wird im weiteren angenommen, da� die Formfaktoren "maximale Analytizit�at\besitzen, d.h. alle Pole im physikalischen Blatt physikalischen Ursprungs sind. NachAbschnitt 1.2 entspricht der �Ubergang von in- zu out-Zust�anden gerade der Ersetzungsij + i0 ! sij � i0. Da die Singularit�aten wegen der maximalen Analytizit�at vor allemauch isoliert und die Bereiche sij+i0 sowie sij�i0 daher analytisch miteinander verbundensind, gilt FO�1����n(sij � i0j1 � i < j � n) = h0jO(0)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iout:In Verallgemeinerung der oben angef�uhrten De�nition setzen wirFO�1����m�1����n(spp+i0; tpq�i0; sqq+i0)= outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jO(0)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin; (2.2)wobei spp=sqq als Abk�urzung f�ur alle Mandelstam-Variablen (pi+ pj)2 bzw. (qi+ qj)2 undanalog tpq anstelle aller m�oglichen (pi�qj)2 verwendet wurde. Da� dieser verallgemeinerteFormfaktor diese Abh�angigkeit von den Mandelstamvariablen besitzt, ist ein Vorgri� aufGleichung (2.5). Mit der Schreibweise tpq � i0 ist gemeint, da� spq im Sinne von Abbil-dung 1.1 Werte im Bereich II annimmt.1Wir wollen uns hier und im folgenden auf bosonische Operatoren beschr�anken.33



34 KAPITEL 2. FORMFAKTOREN2.1.2 Crossing-RelationenIn diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften �uber die analytische Fortset-zung der Formfaktoren bewiesen werden. Betrachte zun�achst das Matrixelementh(p1; �1)jO(x)j(p2; �2)i. Die zweidimensional angepa�te LSZ-Reduktionsformel (A.2) ausSatz 35 im Anhang lieferth(p1; �1)jO(x)j(p2; �2)i = h0jO(x)j0ih(p1; �1)j(p2; �2)i� i Z d2y eip1y h0jT [O(x)K��1(y)]j(p2; �2)i:Ein Beitrag zu einem beliebigen Matrixelement h� � � jO(x)jp1 � � � i soll "nichtzusam-menh�angend\ bez�uglich p1 hei�en, falls der Support als Distribution bez�uglich p1 punkt-artig ist. Ist er der Randwert einer analytischen Funktion in den Variablen s1j, so soller "zusammenh�angend\ genannt werden2. Der erste Term auf der rechten Seite der Glei-chung ist nichtzusammenh�angend, der andere zusammenh�angend. Analog folgt aus derLSZ-Reduktionsformel (A.3)h0jO(x)j(p1; ��1); (p2; �2)iin = �i Z d2y e�ip1y h0jT [O(x)K��1(y)]j(p2; �2)i:Per analytischer Fortsetzung kann in der letzten Gleichung p1 durch �p1 ersetzt werden,wobei sich zeigt, da� dieses Matrixelement dem zusammenh�angenden Anteil des weiteroben betrachteten entspricht. Dr�uckt man das analytisch fortgesetzte Matrixelement �ubereinen Formfaktor aus, so nimmt s12 in Abbildung 1.1Werte im Bereich II an. Wir schreibendaher etwas unpr�azise, aber anschaulich t12 � i0 als Argument in den Formfaktor. Mitdieser Vereinbarung gilt nach (2.1)FO��1�2(t12 � i0) = h0jO(0)j(�p1; ��1); (p2; �2)iin = h(p1; �1)jO(0)j(p2; �2)izush:: (2.3)Wir wollen jetzt versuchen, dieses Ergebnis zu verallgemeinern. Dabei geltefp1; ; � � � ; png \ fq1; � � � ; qmg = ;: (2.4)Dann folgt aus einer iterativen Anwendung von (A.3) die Gleichung3h0jO(x)j(qm; �m); � � � ; (q1; �1); (p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin = (�i)n Z d2y1 � � �Z d2yme�iq1y1 � � � e�iqmymh0jT [O(x)K���1(y1) � � �K���m(ym)]j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin:Aus (A.2) folgt umgekehrt unter Ber�ucksichtigung von (2.4)outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jO(x)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin = (�i)n Z d2y1 � � �Z d2yme+iq1y1 � � � e+iqmymh0jT [O(x)K��1(y1) � � �K��m(ym)]j(p1; �1); � � � ; (pn; �1)iin:2Ein Beitrag kann in diesem Sinne gleichzeitig zusammen- und nichtzusammenh�angend sein. Hat dieanalytische Funktion zum Beispiel am Rand einen Pol, so erh�alt man unter Verwendung der Formel1x�i0 = Px � i��(x) einen singul�aren Anteil [40].3Diese Gleichung gilt sogar f�ur beliebige Quantenzahlen.



2.1. DEFINITION UND HERLEITUNG EINIGER EIGENSCHAFTEN 35F�ur beliebige Quantenzahlen gilt diese Gleichung immer noch, wenn man statt desvollst�andigen Matrixelementes den zusammenh�angenden Anteil schreibt. Wir haben alsounter Verwendung der De�nition (2.1) die Gleichungouth(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jO(x)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iinzush:= h0jO(x)j(�qm; ��m); � � � ; (�q1; ��1); (p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin= FO��m�����1�1����n(spp + i0; tpq � i0; sqq + i0)herleiten k�onnen. Dies soll nochmal in einem Satz festgehalten werden.Satz 1 (Crossing-Relation).Allgemeine Matrixelemente sind im Fall f(pi; �i)g \ f(qi; �i)g = ; �uber die BeziehungFO��m�����1�1����n(spp + i0; tpq � i0; sqq + i0)= outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jO(x)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin (2.5)mit den Formfaktorfunktionen verkn�upft. Ist die oben genannte Bedingung nicht erf�ullt,gilt die Gleichung f�ur den zusammenh�angenden Anteil des Matrixelementes.2.1.3 Die WatsongleichungEs stellt sich die Frage, ob es eine einfache Beziehung zwischen den Funktionswertenvon F f�ur sij + i0 bzw. sij � i0 gibt. F�ur n = 2 ist diese Frage leicht zu beantwor-ten. Durch Einschieben eines vollst�andigen Orthonormalsystems von out-Zust�anden erh�altman nach (2.1)FO�1�2(s12 + i0) = h0jO(0)j(p1; �1); (p2; �2)iin = 1Xm=0 1m!Xf�g Z d~q14�!~q1 � � � d~qm4�!~qmh0jO(0)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iout � outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)j(p1; �1); (p2; �2)iin:Aufgrund der speziellen Eigenschaft integrabler Modelle, da� die Teilchenzahl und dieEinzelimpulse bei der Streuung erhalten bleiben, folgt sofortFO�1�2(s12 + i0) = FO�2�1(s12 � i0) _S�2�1�1�2 (s12 + i0): (2.6)Dies ist die sogenannte Watsongleichung (siehe [51]) im Spezialfall einer integrablen Quan-tenfeldtheorie. Aus Gleichung (2.3) erh�alt man analogFO�1�2(t12 � i0) = h(p1; ��1)jO(0)j(p2; �2)izush: = 1Xm=0 1m!Xf�g Z d~q14�!~q1 � � � d~qm4�!~qmh(p1; ��1)jO(0)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)ioutzush:�outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)j(p2; �2)i = FO�1�2(t12+i0);da f�ur Einteilchenzust�ande jpiin = jpiout ist. Das hei�t: Formfaktoren haben zwar wie dieS-Matrizen einen Verzweigungsschnitt bei s� i0, im Gegensatz zu letzteren jedoch nichtbei t� i0.Diese Ergebnisse sollen in einem n�achsten Schritt auf beliebige Anzahlen von Teilchenerweitert werden. Genauer wollen wir die m�ogliche Diskontinuit�at am Verzweigungsschnitt



36 KAPITEL 2. FORMFAKTORENs12 � (m1 + m2)2 diskutieren. Dazu betrachten wir eine Kon�guration der Impulse, beider s12 in der N�ahe des Verzweigungspunktes ist und alle anderen Verzweigungspunktevermieden werden. Es gelten die LSZ-Reduktionsformeln (A.3) und (A.4) aus dem An-hang Aouth(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jO(x)j(p1; �1); (p2; �2)iin= outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jaout�1 (~p1)yO(x)j(p2; �2)i� i Z d2y e�ip1y outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jT [O(x)K���1(y)]j(p2; �2)i;outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jO(x)j(p1; �1); (p2; �2)iout= outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jain�1(~p1)yO(x)j(p2; �2)i+ i Z d2y e�ip1y outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jT �[O(x)K���1(y)]j(p2; �2)i:Der erste Term in der ersten Gleichung ist o�ensichtlich nichtzusammenh�angendbez�uglich p1, w�ahrend dies bei dem ersten Term der zweiten Gleichung im allgemeinennicht der Fall sein mu�. Im speziellen Fall faktorisierender S-Matrizen, wo die Impulse ein-zeln erhalten bleiben, ist er jedoch ebenfalls nichtzusammenh�angend. Nach Einschieben ei-nes vollst�andigen Systems von in-Zust�anden zwischen dem Erzeugungsoperator und O(x)erh�alt man n�amlichX�1����l 1l! Z d~k14�!~k1 � � � d~kl4�!~kl outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jain�1(~p1)yj(k1; �1); � � � ; (kl; �l)iininh(kl; �l); � � � ; (k1; �1)jO(x)j(p2; �2)i:Das ist nur von 0 verschieden, falls fq1; � � � ; qmg = fp1; k1; � � � ; klg. Damit sind diezusammenh�angenden Beitr�age jeweils durch die hinteren Terme gegeben. Durch dasAuftreten des Antizeitordnungsoperators T � dreht sich das Vorzeichen bei der �i0-Beschreibung um. Man beachte au�erdem, da� der Ket-Vektor im zusammenh�angendenTeil der zweiten Gleichung auch als in-Zustand aufgefa�t werden kann. Anwendung derLSZ-Reduktionsformeln ergibt dannFO��m�����1�1�2(spp+i0; tpq�i0; sqq+i0) = outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jO(x)j(p1; �1); (p2; �2)iinzush:FO��m�����1�1�2(spp�i0; tpq�i0; sqq+i0) = outh(qm; �m); � � � ; (q1; �1)jO(x)j(p1; �1); (p2; �2)ioutzush:Die Matrixelemente lassen sich o�enbar durch Multiplikation mit einer Zweiteilchen-S-Matrix ineinander �uberf�uhren. Damit haben wir die WatsongleichungF��m�����1�1�2(spp+i0; tpq�i0; sqq+i0) = F��m�����1�02�01(spp�i0; tpq�i0; sqq+i0) _S�02�01�1�2 (spp+i0):Sie beschreibt in Abbildung 1.1 den �Ubergang �uber den Verzweigungsschnitt von Inach III. Analog kann man vorgehen, wenn das Matrixelement am Anfang nur ein Teil-chen im Ket-Vektor enth�alt und man sich mit s12 in der N�ahe des t-Verzweigungsschnittesbe�ndet, w�ahrend alle anderen Variablen von Verzweigungsschnitten entfernt sind. Daein Einteilchen-in-Zustand gleichzeitig ein Einteilchen-out-Zustand ist, erh�alt man so dieGleichungF��m�����1��2�1(tpp � i0; tpq � i0; sqq + i0) = F��m�����1��2�1(tpp + i0; tpq � i0; sqq + i0): (2.7)



2.2. RAPIDIT�ATSABH�ANGIGE FORMFAKTOREN 37Der Verzweigungsschnitt bei den Bereichen II und IV existiert also f�ur Formfaktorenim Gegensatz zum Fall der S-Matrix nicht. Die gleichen Beziehungen gelten unter dengeschilderten Voraussetzungen, falls man von beliebigen Matrxixelementen ausgeht, dasich alle nicht interessierenden Teilchen mit Hilfe der Crossing-Relationen auf die linkeSeite des Matrixelements wechseln lassen.2.2 Rapidit�atsabh�angige Formfaktoren2.2.1 De�nition und WatsongleichungBisher wurden die Formfaktoren f�ur die physikalischen Bereiche immer als analytischeFunktionen von sij + i0 betrachtet. Nach Abschnitt 1.3.3 kann man sie dort alternativ alsanalytische Funktionen von j�ijj au�assen. Nun sollen Funktionen betrachtet werden, dieeng mit den bisherigen Formfaktorfunktionen zusammenh�angen, jedoch von den einzelnenRapidit�aten abh�angen. Es ist klar, da� die Analytizit�at in den einzelnen Variablen nichtgegeben ist, wenn man einfachFO�1����n(j�i � �jj; 1 � i < j � n)verwendet, schlie�lich ist die Funktion j�1��2j in den zu betrachtenden Bereichen in kei-nem der Argumente analytisch. Der kritische Bereich ist o�enbar der, wo zwei Rapidit�atengleich werden.F�ur bestimmte feste Ordnungen der Rapidit�aten ist es trotzdem m�oglich, nach obigemSchema eine in bestimmten Bereichen jeder einzelnen Variable analytische Funktion zude�nieren. Die Frage ist dann, wie zu beliebigen Ordnungen �ubergegangen werden kann.Bevor wir uns jedoch diesem Problem zuwenden, de�nieren wir f�ur physikalische Werteder Rapidit�aten und �1 > � � � > �nfO�1����n(�1; � � � ; �n) = FO�1����n(j�i � �jj; 1� i<j�n) = h0jO(0)j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)iin:(2.8)Wir wollen nun untersuchen, wie die rechte Seite dieser Gleichung sich verh�alt, wennirgendein �j immer gr�o�er wird. Irgendwann kommt es in die kritische Region �j � �i(i = j � 1). Vergr�o�ert man es weiter, wird der Formfaktor analytisch fortgesetzt, indemdas Argument j�i��jj = �i��j durch �j�i��jj = �i��j ersetzt wird. Dieser �Ubergangentspricht der Ersetzung sij + i0 ! sij � i0 (vgl. Abbildung 1.1). Die Watsongleichungaus dem letzten Abschnitt besagt dann aber gerade, da� f�ur �1 > � � � > �j > �i > � � ��nfO�1����n(�1; � � � ; �n) = fO�1����0j�0i����n(�1; � � � ; �j; �i; � � � ; �n) _S�0j�0i�i�j (�i � �j):Multipliziert man diese Gleichung mit dem inversen der S-Matrix auf der rechten Seite,so ist wegen _S�1ij (�) = _Sji(��) unmittelbar einsichtig, da� dieselbe Gleichung f�ur beliebigeOrdnungen der Rapidit�aten gilt, weil ein formal gleichartiger Ausdruck entsteht, bei demdie Rapidit�aten auf der rechten Seite der Gleichung jedoch nicht mehr geordnet sind. DasErgebnis halten wir fest in folgendemSatz 2 (Watson-Gleichung).Die rapidit�atsabh�angigen Formfaktoren gen�ugen der Watson-GleichungfO�1����n(�1; � � � ; �n) = fO�1����0j�0i����n(�1; � � � ; �j; �i; � � � ; �n) _S�0j�0i�i�j (�i � �j): (2.9)



38 KAPITEL 2. FORMFAKTORENDurch die Watson-Gleichung (2.9) ist die analytische Fortsetzung des physikalischenFormfaktors fO�1����n(�1; � � � ; �n) (�1 > � � � > �n) auf beliebige Ordnungen der Rapidit�atengegeben. Nach einem bekannten Satz der Funktionentheorie ist sie eindeutig, da der ur-spr�ungliche De�nitionsbereich f�ur eine einzelne Variable bei festen Werten der anderenjeweils ein ganzes o�enes Intervall ist.Wegen (2.9) lassen sich die rapidit�atsabh�angigen Formfaktoren auch mit Matrixele-menten von out-Zust�anden in Verbindung bringen. So gilt f�ur �1 < � � � < �n nach (1.7)und De�nition (2.8)fO�1����n(�1; � � � ; �n) = fO�0n����01(�n; � � � ; �1) _S�0n����01�1����n (f�ig)= h0jO(0)j(pn; �0n); � � � ; (p1; �01)iin _S�0n����01�1����n (fpig)= h0jO(0)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iout: (2.10)An dieser Stelle sollen zus�atzliche rapidit�atsabh�angige Formfaktoren eingef�uhrt wer-den, die die urspr�ungliche De�nition verallgemeinern. Dazu setzen wir f�ur �1 > � � � > �nund �1 < � � � < �mfO�1����m�1����n(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n)= outh(�m; �m); � � � ; (�1; �1)jO(0)j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)iin: (2.11)Es sei an dieser Stelle daran erinnert, da� diese Funktionen, bei denen Teilchen sowohlim Bra- wie auch im Ket-Zustand stehen, nicht analytisch in ihren Argumenten sind undsogar distributive Anteile besitzen. Das n�achste Ziel wird daher sein, sie mit Hilfe derCrossing-Relationen explizit in Produkte von distributiven Anteilen und Randwerten vonanalytischen Funktionen zu zerlegen.F�ur rapidit�atsabh�angige Formfaktoren wollen wir k�unftig die Schreibweise� � �� � � �m�1 �n�1 �m�1 �n�1 f�� ��=[fO(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n)]�1����m�1����nverwenden. Damit hat die Watson-Gleichung die Darstellung�k�k�k �l �l �l �m�1 �n�j�1 �i
�1 �m � � �� � �� � � � � �@@��f�� ��=� � �� � �� � �� � �� � �� � � �j�i �j�i�1 �n��@@f�� ��=� � �� � � �m�1 �n�1 f�� �� : (2.12)Die hintere Gleichung ist dabei die Vorwegnahme einer Folgerung der Crossing-Relationenaus dem n�achsten Abschnitt.2.2.2 Crossing-RelationenZuerst wollen wir uns mit dem Fall besch�aftigen, da� die Rapidit�aten der Teilchen, die inden Bra- bzw. Ket-Vektoren stehen, alle unterschiedlich sind, d.h. f�ig \ f�ig = ;. F�urdiesen Fall hatten wir in Satz 1 gesehen, da�FO�1����m�1����n(s�� + i0; t�� � i0; s�� + i0) = FO��m�����1�1����n(s�� + i0; t�� � i0; s�� + i0):



2.2. RAPIDIT�ATSABH�ANGIGE FORMFAKTOREN 39Besitzen die Rapidit�aten die Ordnung �1 > � � � > �n und �1 < � � � < �m, so l�a�t sich dielinke Seite dieser Gleichung nach (2.8) durch fO�1����m�1����n(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n) ersetzen. Dierechte Seite ist hingegen nur mit einem rapidit�atsgeordneten Formfaktor in Verbindungzu bringen, wenn zus�atzlich die �'s eine bestimmte Ordnung relativ zu den �'s haben.F�ur die erste M�oglichkeit �i < �j haben wir nach (2.8)FO��m�����1�1����n(s�� + i0; t�� � i0; s�� + i0)= fO��m�����1�1����n(�m + i� � i0; � � � ; �1 + i� � i0; �1; � � � ; �n);w�ahrend im Fall �i > �j aufFO��m�����1�1����n(s�� + i0; t�� � i0; s�� + i0)= fO�1����n��m�����1(�1; � � � ; �n; �m � i� + i0; � � � ; �1 � i� + i0)zur�uckgegri�en werden mu�. Dies sind beides Konsequenzen der Tatsache, da� dieFunktionen F keinen Verzweigungsschnitt bei t � i0 haben (vgl. 2.7). Crossing bedeu-tet bekanntlich ausgehend vom normalen (nicht analytisch fortgesetzen) Matrixelements�� + i0! t�� � i0 bzw. j�i � �jj ! i� � j�i � �jj. In Abbildung 1.1 entspricht das dem�Ubergang von Bereich I zu II. Durch das Fehlen des Verzweigungsschnittes bei t� i0 istdas gleichbedeutend mit dem �Ubergang s��+ i0! t��+ i0 bzw. j�i��jj ! i�+ j�i��jj,also gem�a� Abbildung 1.1 dem �Ubergang von I zu III. Da nur die �-Teilchen gecrosstwurden (alle �i bleiben fest!), ist das f�ur �i < �j �aquivalent mit �j � �i ! i� + �j � �i,also �j ! �j + i�. Umgekehrt mu� f�ur �i > �j die Ersetzung �i� �j ! i�+�i� �j, also�j ! �j � i�, vorgenommen werden. Damit giltfO�1����m�1����n(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n)= 8<: fO��m�����1�1����n(�m + i�; � � � ; �1 + i�; �1; � � � ; �n) ; �m> � � �>�1>�1> � � �> �nfO�1����n��m�����1(�1; � � � ; �n; �m � i�; � � � ; �1 � i�) ; �1> � � �>�n>�m> � � �>�1:In der N�ahe von Polen ist auf eine geeignete Beschreibung mit �i0 zu achten. Nach Abbil-dung 1.1 sind dann die Ersetzungen �m+ i� ! �m+ i�� i0 bzw. �m� i� ! �m� i�+ i0durchzuf�uhren. Innerhalb der Gruppen f�ig bzw. f�g lassen sich dann die rapidit�ats-abh�angigen Formfaktoren nach (2.9) in Verbindung mit der Crossing-Symmetrie (1.16)der S-Matrix durch Multiplikationmit S-Matrizen auf beliebige Ordnungen derselben ana-lytisch fortsetzen4, so da� diese Gleichungen beide allgemein gelten, sofern f�ig\f�ig = ;.Graphisch l�a�t sich dies ausdr�ucken �uber
� � � � � � � � ��m�1� � � � � ��m �1

�m � � ��nf
�1�� ���1 =�n� � �f�� ��=� � ��1 �n�1 f�� �� :Nebenbei haben wir damit auch die schon im letzten Abschnitt angegebene Watson-Gleichung (2.12) f�ur S-Matrizen, die sich auf Bra-Vektorindizes beziehen, bewiesen. Die4Dies ist erstmal nur f�ur die rechte Seite m�oglich



40 KAPITEL 2. FORMFAKTORENMultiplikation mit einer S-Matrix, die auf zwei Teilchen im Bra-Zustand wirkt, kann�uber die Crossing-Relation (1.16) aufgefa�t werden als Wirkung auf die entsprechendenKet-Zust�ande, was nach der Watson-Gleichung (2.9) zu einer Vertauschung der beidenTeilchen f�uhrt. F�ur diese kann dann die Crossing-Relation r�uckw�arts angewendet werden.Anhand der obigen Abbildung ist das leicht einzusehen.Als weiteres Resultat haben wir die sogenannte zyklische GleichungfO��m�����1�1����n(�m + i� � i0; � � � ; �1 + i� � i0; �1; � � � ; �n)= fO�1����n��m�����1(�1; � � � ; �n; �m � i� + i0; � � � ; �1 � i� + i0)erhalten. Sie gilt auch f�ur f�ig\f�ig 6= ;, da die oben angegebenen Identit�aten dann wiegehabt f�ur den zusammenh�angenden Teil von fO�1����m�1����n(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n) gelten. Esist mittlerweile gelungen, diese zyklische Gleichung streng im Rahmen der algebraischenQuantenfeldtheorie zu diskutieren [52, 53].Nun wollen wir die oben hergeleitete Beziehung auf beliebige Rapidit�aten verallgemei-nern. Wir gehen aus von den LSZ-Reduktionsformeln (A.2)outh(�m; �m); � � � ; (�1; �1)jO(x)j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)iin= outh(�m; �m); � � � ; (�2; �2)jO(x)ain�1(�1)j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)iin� i Z d4y e+ip(�1)y outh(�m; �m); � � � ; (�2; �2)jT [O(x)K��1(y)] j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)iinund (A.3) aus Anhang Aouth(�m; �m); � � � ; (�2; �2)jO(x)j(�1; ��1); (�1; �1); � � � ; (�n; �n)iin= outh(�m; �m); � � � ; (�2; �2)jaout��1 (�1)yO(x)j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)iin� i Z d4y e�ip(�1)y outh(�m; �m); � � � ; (�2; �2)jT [O(x)K��1(y)] j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)iin:Setzt man den unteren Ausdruck unter Ausnutzung der maximalen Analytizit�at gem�a�p(�1) ! �p(�1) analytisch fort, f�allt der nichtzusammenh�angende Teil weg. Da dieIntegralausdr�ucke dann in beiden Formeln identisch sind, kann derselbe in der erstenGleichung schlie�lich durch das analytisch fortgesetzte Matrixelement der zweiten Glei-chung ersetzt werden. Verwendet man die De�nition der Formfaktoren und die Crossing-Formel (2.5), so erh�alt manouth(�m; �m); � � � ; (�1; �1)jO(x)j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)iin= FO�1����m�1����n(spp + i0; tpq � i0; sqq + i0)= nXj=1 4���1�j�(�1 � �j)FO�2����m�1����̂j ����n(s�� + i0; t�� � i0; s�� + i0)+ FO�2����m��1�1����n(s�� + i0; t�� � i0; s�� + i0):Der �Ubergang zu rapidit�atsabh�angigen Formfaktoren ist wiederum auf zwei Artenm�oglich. Unter der Annahme �m > � � � > �1 � �1 > � � � > �n gilt nach (2.11)fO�1����m�1����n(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n) = 4���1�1�(�1 � �1)fO�2����m�2����n(�2; � � � ; �mj�2; � � � ; �n)+ fO�2����m��1�1����n(�2; � � � ; �mj�1 + i� � i0; �1; � � � ; �n):



2.2. RAPIDIT�ATSABH�ANGIGE FORMFAKTOREN 41Hingegen erhalten wir f�ur �1 > � � � > �n � �m > � � � > �1fO�1����m�1����n(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n) = 4���m�n �(�m��n)fO�m�1����1�1����n�1(�m�1; � � � ; �1j�1; � � � ; �n�1)+ fO�m�1����2�1����n��m(�m�1; � � � ; �1j�1; � � � ; �n; �m � i� + i0):F�ur das Zustandekommen der Argumente sei auf die Herleitung der Crossing-Relationenf�ur den zusammenh�angenden Teil verwiesen, die am Anfang dieses Abschnitts erfolgte.Im Gegensatz zu dort mu� man hier jedoch vorsichtiger vorgehen, um diese Gleichungenauf beliebige Ordnungen von Rapidit�aten fortzusetzen. Nach Multiplikation mit den dazun�otigen S-Matrizen ergeben sich die Crossing-FormelnfO�1����m�1����n(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n)= nXi=1 4���1�0i �(�1 � �i)fO�2����m�01����0i�1�i+1����n(�2; � � � ; �mj�1; � � � ; �̂i; � � � ; �n)�� _S�0i�01�1�1(�1 � �i) _S�1�02�2�2 (�2 � �i) � � � _S�i�1�0i�1�i�1�i (�i�1 � �i) ++ fO�2����m��1�1����n(�2; � � � ; �mj�1 + i� � i0; �1; � � � ; �n)= nXi=1 fO�m�1����1�1����i�1�0i+1����0n(�m�1; � � � ; �1j�1; � � � ; �̂i; � � � ; �n)4���m�0i �(�m � �i)�� _S�0n�0i�n�n(�i � �n) � � � _S�0i+1�i+1�i�i+1 (�i � �i+1) ++ fO�m�1����1�1����n��m(�m�1; � � � ; �1j�1; � � � ; �n; �m � i� + i0): (2.13)Dabei wurde angenommen, da� sich nur ein bestimmtes �i in der N�ahe von �1 bzw. �m be-�ndet. Dann bleibt jeweils nur einer der Summanden mit den �-Funktionen �ubrig. DurchIteration der oben angef�uhrten Formeln lassen sich allgemeine Crossing-Formeln gewin-nen, die den urspr�unglichen Formfaktor mit einseitig vollst�andig ausreduzierten Formfak-toren verkn�upfen. Wir werden sp�ater in den S�atzen 9 und 10 in Kapitel 4 auf diese Fragezur�uckkommen, wo dann auch eine f�ur diesen Sachverhalt geeignetere Nomenklatur zurVerf�ugung steht. Die Relationen (2.13) besitzen die graphische Darstellung�2 �m� � �� � �� � ��1Pi �1�2 �m� � ��1�m�m� � � �n�if�� ���1 +�n� � �f�� ��=� � ��1 �n�1�1 �n�1 f�� ��bzw. �m�1 �m� � �� � �� � ��1Pi �1�m�1 �m� � ��1�m�m� � � �n�if�� ���1 +�n� � �f�� ��=� � ��1 �n�1�1 �n�1 f�� �� :2.2.3 Kinematische Pole und ResiduenAus den Crossing-Formeln (2.13) im letzten Abschnitt lassen sich die Residuen von kine-matischen Polen der Formfaktoren berechnen. In formalisierter Schreibweise lauten sie in



42 KAPITEL 2. FORMFAKTORENeinem Spezialfallf 12���n(�1j�2; � � � ; �n)= nXj=2 4��(�1 � �j)11jfO2���ĵ���n(�2; � � � ; �̂j; � � � ; �n) _S2j(�2 � �j) � � � _Sj�1j(�j�1 � �j)+C1�1fO�12���n(�1 + i� � i0; �2; � � � ; �n)= nXj=2 4��(�1 � �j)11jfO2���ĵ���n(�2; � � � ; �̂j; � � � ; �n) _Sjn(�j � �n) � � � _Sjj+1(�j � �j+1)+ fO2���n�1(�2; � � � ; �n; �1 � i� + i0)C�11: (2.14)F�ur �1 � �2 und �j 6= �1 (j = 3; � � � ) ergeben sich die zwei GleichungenfO1���n(�1 + i� � i0; �2; � � � ; �n) � 1�1 � i0� �2C12g(�2; � � � ; �n)fO2���n1(�2; � � � ; �n; �1 � i� + i0) � 1�1 + i0� �2C12g(�2; � � � ; �n):Mit der Beziehung 1x�i0 = Px � i��(x) [40] und durch Vergleich mit (2.14) folgt demnach4��(�1 � �2)C12fO3���n(�3; � � � ; �n) + �Px + i��(�1 � �2)�C12g(�2; � � � ; �n)= 4��(�1 � �2)C12fO3���n(�3; � � � ; �n) _S2n(�2 � �n) � � � _S23(�2 � �3)+ �Px � i��(�1 � �2)�C12g(�2; � � � ; �n):Identi�zierung der �-Anteile ergibtg(�2; � � � ; �n) = 2ifO3���n(�3; � � � ; �n)�1� _S2n(�2 � �n) � � � _S23(�2 � �3)�:Das Residuum eines Formfaktors an einem kinematischen Pol verkn�upft diesen alsomit einem Formfaktor, der zwei Teilchen weniger beschreibt. Zusammengefa�t lautet dasErgebnisRes�12=i�fO1���n(�1; � � � ; �n) = 2iC12fO3���n(�3; � � � ; �n)�1� _S2n(�2n) � � � _S23(�23)�: (2.15)2.2.4 Gebundene Zust�andeIn Abschnitt 1.3.7 haben wir gesehen, da� die S-Matrix Pole besitzt, die gebundenenZust�anden entsprechen. Au�erdem wurden Regeln entwickelt, wie sich diese in das Bildder Streuung der "elementaren\ Teilchen einpassen5. Analoge Folgerungen sollen jetzt f�urdie Formfaktoren abgeleitet werden. Der Hintergrund liegt in folgender Feststellung: DieWatsongleichung (2.9)fO�1����n(�1; � � � ; �n) = fO�1����0j�0i����n(�1; � � � ; �j; �i; � � � ; �n) _S�i�j�0j�0i (�i � �j)5An dieser Stelle soll noch einmal betont werden, da� in der Quantenfeldtheorie alle Teilchen gleich-berechtigt sind, also auch alle gleicherma�en elementar.



2.2. RAPIDIT�ATSABH�ANGIGE FORMFAKTOREN 43f�ur die rapidit�atsabh�angigen Formfaktoren l�a�t vermuten, da� diese neben den kinema-tischen auch weitere Pole haben m�ussen, die genau den Polen der S-Matrix { also ge-bundenen Zust�anden { entsprechen. In [14] wird �uber die K�allen-Lehmann-Darstellungund analytische Fortsetzung von attraktiven Werten der Kopplungskonstanten, bei denender gebundene Zustand vorhanden ist, zu repulsiven Werten, bei denen der gebundeneZustand instabil6 ist, eine Gleichung f�ur das Residuum hergeleitet, das zu einem solchenPol des Formfaktors geh�ort. Hier soll ein anderer Weg beschritten werden, der gewissetechnische Annahmen vermeidet, sich allerdings mehr auf Konsistenz-Niveau bewegt.Betrachte dazu den Formfaktorf��1�2�3�4����n(�1 + i�; �2; �3; �4 � � ��n):Es sollen Fusionsprozesse untersucht werden, die mit dem Diagramm�2
��1 �3

� ZZZZZZZZ�2
�1 + i� �3
BBBBBBB ZZZZZZZZ} -BBBBBBBM�assoziiert sind. Das Residuum des Formfaktors zu einem Pol, der zu gebundenenZust�anden geh�ort, sollte mit einem Formfaktor zusammenh�angen, der ein Teilchen we-niger enth�alt als der urspr�ungliche, also statt der beiden alten eben gerade den gebun-denen Zustand. Eine Lesart des Diagramms beschreibt die aufeinanderfolgenden Fusio-nen � = (��1�2) und �2 = (��3). Dem w�urde entsprechen, genau die beiden dazu relevantenResiduen des Formfaktors hintereinander auszurechnen und dabei auf einen Formfaktormit zwei Teilchen weniger zu sto�en. Allerdings kann man den Zwischenschritt auch ver-suchsweise auslassen und stattdessen die Formel f�ur kinematische Pole (2.15) verwenden.F�uhrt man dies nach Anwendung der Watson-Gleichung (2.9) auf die Teilchen 2 und 3durch, so ergibt sichiRes�13=0f��1�2�3�4����n(�1 + i�; �2; �3; �4; � � � ; �n)= �2f�02�4����n(�2; �4; � � � ; �n) _S�1�02�2�3 (�23)+2f�2�04����0n(�2; �4; � � � ; �n) h _S(�3n) � � �S(�34)i�04����0n�1�3����n :Durch die Berechnung eines zweiten Residuums, mu� eine weitere bisher noch unabh�angigeVariable �xiert werden. Wie man an der obigen Abbildung erkennen kann, hat die S-Matrix im ersten Summanden allerdings nur einen gebundenen Zustand im t-Kanal, d.h.nicht f�ur �2 � �3 = �23 = ���2�3, sondern f�ur (�3 + i�)� �2 = i� � �23 = ���2�3. Bildet mandieses Residuum gem�a� (1.13), f�allt der zweite Summand weg und man erh�alti Res�23=����iRes�13=0f ��1�2�3�4����n(�1 + i�; �2; �3; �4; � � � ; �n)= �2f�02�4����n(�2; �4; � � � ; �n)��02��3� ����1�2:6Da das Teilchen instabil ist, kann es nicht in in- oder out-Zust�anden auftreten, so da� es im Bootstrap-Bild praktisch gar nicht existent ist.



44 KAPITEL 2. FORMFAKTORENEs ist sinnvoll, sich die einzelnen Schritte graphisch noch einmal zu veranschaulichen.Der erste Schritt hat die Darstellung
�n�n �4�4�3 �3�2�2

�1 �1 fOfO +anderer!,� � ��� ��= �2i Res�23=i�����2�3 i Res�23=i�����2�3i Res�13=i� � � ��� ��wobei "anderer\ einen Ausdruck bezeichnet, bei dem das Teilchen nach rechts durch alleanderen Teilchen streut. Nach Anwendung der Crossing-Relation (1.16) kann auch daszweite Residuum ausgef�uhrt werden, wobei man zu
�2�2�3 �3�n �n�4

�1fO fO��JJ � � ��� ��= �2i Res�23=i�����2�3iRes�13=0 �4
�1 � � ��� ��

gelangt. Biegt man die rechte der Linien nach unten, sieht es o�enbar so aus, als obman anstelle des oben geschilderten Vorganges zweimal hintereinander eine Bound-State-Fusion durchf�uhren k�onnte, bei der jeweils ein erweiterter Intertwiner und ein ip2 alsFaktor entsteht. Es soll also angenommen werden, da� die Gleichungi Res�12=���1�2fO�1�2�3����n(�1; �2; �3; � � � ; �n) = ip2fO��3����n(�; �3 � � � ; �n)���1�2erf�ullt ist, wobei die Impulse durch p(�) = p(�1) + p(�2) gegeben sind. In [14] ist diegleiche Formel mit physikalischeren Hilfsmitteln und strenger, daf�ur jedoch auch in einerspezielleren Situation, hergeleitet worden.2.2.5 Formfaktoren und KorrelationsfunktionenSind die Formfaktoren eines Operators erst einmal bestimmt, so lassen sich daraus prin-zipiell alle Korrelationsfunktionen ausrechnen. Prinzipiell deshalb, weil es sich um eineformale Reihe mit Integralen handelt, die vielleicht gar nicht explizit ausgewertet werdenkann. Bis jetzt ist eine explizite Auswertung meiner Kenntnis nach nur f�ur das Ising-Modellgelungen [54]. Die Idee ist hingegen simpel und soll am Beispiel einer Zweipunktfunkti-on kurz vorgestellt werden. Einf�ugen eines vollst�andigen Systems von Zwischenzust�andenergibth0jO1(x)O2(y)j0i = 1Xn=0 X�1����n Z d~p14�!~p1 � � � d~pn4�!~pn 1n!h0jO1(x)j(p1; �1); � � � ; (pn; �n)iin � inh(pn; �n); � � � ; (p1; �1)jO2(y)j0i= 1Xn=0 X�1����n Z d�14� � � � d�n4� 1n!e�iPj P (pj)(x�y)fO1�1����n(�1; � � � ; �n)fO2��n�����1(�n+i�; � � � ; �1+i�):(2.16)



2.3. ZUSAMMENSTELLUNG DER FORMFAKTORAXIOME 45Gilt O = O1 = O2 und ist dieser Operator hermitesch, so kann das Produkt der Form-faktoren o�enbar ersetzt werden durch jfO�1����n(�1; � � � ; �n)]j2. In der Regel sind diese Dar-stellungen nicht explizit summierbar. In der Praxis reicht jedoch f�ur numerische Auswer-tungen auch die Ber�ucksichtigung des Zweiteilchen-Formfaktors oder zumindest solchermit sehr wenig Teilchen. So wurden in [33] und [34] die abgebrochenen Reihen von ex-akten Formfaktoren mit Gitterrechnungen und St�orungstheorie verglichen und sehr gute�Ubereinstimmungen erzielt, selbst wenn nur Terme mit n = 2; 4; 6 ber�ucksichtigt wurden.Weitere M�oglichkeiten der analytischen Behandlung bestehen in der Untersuchung desasymptotischen Verhaltens.2.3 Zusammenstellung der FormfaktoraxiomeIm bisherigen Teil dieses Kapitels wurden rapidit�atsabh�angige Formfaktoren eingef�uhrtund deren Eigenschaften bewiesen. Jetzt soll wie schon bei der S-Matrix zu einem eheraxiomatischen und formalisierten Ansatz �ubergegangen werden. Wie im Abschnitt �uberdie S-Matrix seien f�ur jeden Index i Vektorr�aume V i �= C N gegeben, deren Basisvek-toren s�amtliche Teilchen des Modells durchnumerieren. Au�erdem sei wieder V 1���n =V 1
 � � � 
 V n. Die Dualr�aume werden mit unteren Indizes gekennzeichnet. Die Ladungs-konjugationsmatrizen Cij und Cij sind gegeben durch [Cij]�� = ���� bzw. [Cij]�� = � ���.De�nition 2 (Formfaktoraxiome). Eine kovektorwertige Funktion f : C n ! V1���nhei�t bosonische Formfaktorfunktion, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:1. Sie ist vertr�aglich mit der S-Matrix des Systems im Sinne vonfO1���ij���n(�1; � � � ; �i; �j; � � � �n) = fO1���ji���n(�1; � � � ; �j; �i; � � � �n) _Sij(�i � �j): (2.17)Diese �ublicherweise "Watson-Gleichung\ genannte Eigenschaft besitzt die Darstel-lung � � �� � � nji1 ��@@fO�� ��=nji1 � � �� � � fO�� �� :2. Bez�uglich zyklischer Vertauschungen der Argumente verh�alt sie sich wiefO1���n(�1; � � � ; �n) = fO2���n1(�2; � � � ; �n; �1 � 2�i): (2.18)Diese "zyklische Gleichung\ wird dargestellt �uber
� � �2 n1 fO�� ��=n1 � � �fO�� �� :Liegt �1 in der N�ahe von Singularit�aten ist auf die richtige Beschreibung des Form-faktors als Randwert einer anayltischen Funktion zu achten, d.h. links ist �1 � i0und rechts �1 + i0 zu setzen.



46 KAPITEL 2. FORMFAKTOREN3. Sie ist maximal analytisch, d.h. alle Pole im physikalischen Bereich besitzen einephysikalische Interpretation. Genauer wollen wir verlangen, da� alle Pole direkt mitFusionsprozessen assoziiert sind7.4. Sie besitzt einfache, sogenannte kinematische Pole f�ur �ij = �i� �j = i� (i < j). DieResiduen lassen sich mit Eigenschaft 1 bestimmen aus2�iRes�12=i�fO1���n(�1; � � � ; �n) =�4�C12fO3���n(�3; � � � ; �n)�1� _S2n(�2n) � � � _S23(�23)�:(2.19)Graphisch haben wir die Relation
2 + n� � �fO32

1�� ��� 32�i�(�1 � �2)Res�1=�2 � � �2 n
1 fO�� ��=n

1 � � �fO�� �� :Man beachte, da� die in der Abbildung von unten nach oben durchlaufenden Linienals �-Funktionen in den Rapidit�aten mit der zus�atzlichen Normierung 4� inter-pretiert werden. Allgemein entsprechen durchgezogene Linien von � nach � demMatrixelement h�j�i. Diese Darstellung ist unabh�angig von der Normierung derZust�ande.5. Sie besitzt einfache Pole f�ur �ij = �i � �j = �(12)12 (i < j), wenn �(12)12 ein Pol derS-Matrix ist, der einem gebundenen Zustand b = (12) im s-Kanal entspricht. DieResiduen lassen sich zusammen mit Eigenschaft 1 bestimmen aus2�i Res�1=�2+�(12)12 fO12���n(�1; � � � ; �n) = 2�ip2fO(12)3���n(�(12); � � � ; �n)�(12)12 : (2.20)Dies hat die graphische Darstellung
�12 = �(12)12 .�p2 (12) 3Res�1=�2+�(12)12 � � �2 n1 fO�� ��=n1 � � �fO�� ��6. Sie besitzt das richtige Verhalten unter Lorentztransformationen. Ist s derSpin von O, transformiert sich der Operator unter Lorentztransformationen alsogem�a� O ! e�suO, so giltfO1���n(�1 + u; � � � ; �n + u) = e�sufO1���n(�1; � � � ; �n): (2.21)2.4 Ein alternativer Zugang zu Formfaktoren2.4.1 Die Zamolodchikov-AlgebraBetrachte die Menge formaler Symbole M = fZ�(�); Zy� (�)g, wobei � ein diskreter und �ein kontinuierlicher Index sein soll. Sp�ater werden wir sie mit den inneren Quantenzah-len bzw. Rapidit�aten identi�zieren. Die Nomenklatur Zy� (�) soll andeuten, da� wir diesen7Man beachte, da� dies eine st�arkere Forderung ist als bei der S-Matrix.



2.4. EIN ALTERNATIVER ZUGANG ZU FORMFAKTOREN 47Ausdruck als adjungiert zu Z�(�) au�assen wollen. Die folgende De�nition und ihre An-wendungen gehen auf die Br�uder Zamolodchikov zur�uck [38].De�nition 3 (Zamolodchikov-Algebra). Sei S die S-Matrix einer beliebigen integ-rablen Quantenfeldtheorie in 1 + 1 Dimensionen. Sie besitze also die �ublichen Eigen-schaften wie Faktorisierung, Unitarit�at und Crossing-Symmetrie (vgl. De�nition 1). Dannhei�t M Zamolodchikov-Algebra, falls die Elemente die folgenden Vertauschungsrelatio-nen erf�ullen8:Z�1(�1)Z�2(�2) = S�2�1�01�02 (�2 � �1)Z�02(�2)Z�01(�1) (2.22)Zy�1(�1)Zy�2(�2) = Zy�02(�2)Zy�01(�1)S�02�01�1�2 (�1 � �2) (2.23)Z�1(�1)Zy�2(�2) = Zy�02(�2)S�1�02�2�01 (�2 � �1)Z�01(�1) + 2���1�2�(�1 � �2): (2.24)Die Operatoren Z�(�) werden als Vektoren aufgefa�t, die Operatoren Zy� (�) als Kovekto-ren.Es stellen sich unmittelbar zwei Fragen:1. Ist die De�nition konsistent?2. Welche physikalische Bedeutung hat die Zamolodchikov-Algebra?Wir werden die erste Frage f�ur einen Moment beiseite lassen und die De�nition einwenig physikalisch motivieren. Wie eingangs erw�ahnt, soll der diskrete Parameter � alsinnere Quantenzahl und � als Rapidit�at interpretiert werden. Nehmen wir an, wir h�atteneine freie Theorie. Die S-Matrix der Streuung zweier Fermionen w�are dann S = �1und die Vertauschungsrelationen (2.22)-(2.24) w�urden genau die Vertauschungsrelatio-nen von fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren reproduzieren. Analogverh�alt es sich bei Streuprozessen, an denen ein Boson beteiligt ist. Dort ist S = 1,und die Zamolodchikov-Algebra wird durch die herk�ommlichen Vertauschungsrelationenvon bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren de�niert. Dies alles und (2.25)werden uns dazu f�uhren, die Operatoren Zy� (�) und Z�(�) als Erzeugungs- und Vernich-tungsoperatoren rapidit�atsgeordneter Zust�ande aufzufassen.Doch zuerst ist zu �uberpr�ufen, ob die De�nition der Zamolodchikov-Algebra konsistentist. Adjungiert man Gleichung (2.22), die in VektorschreibweiseZ1(�1)Z2(�2) = S12(�1 � �2)Z2(�2)Z1(�1)lautet, so erh�alt man wegen der Unitarit�at der S-Matrix (1.15)Zy2(�2)Zy1(�1) = Zy1(�2)Zy2(�1)Sy12(�1 � �2) = Zy1(�2)Zy2(�1)S21(�2 � �1);das ist gerade (2.23) in Vektorschreibweise. (2.22) und (2.23) sind also �aquivalent, weshalbin der De�nition auf eine dieser Gleichungen verzichtet werden k�onnte.Au�erdem mu� gepr�uft werden, ob zweimalige Vertauschung wieder die Identit�at er-gibt. Die GleichungZ1(�1)Z2(�2) = S12(�1 � �2)Z2(�2)Z1(�1) = S12(�1 � �2)S21(�2 � �1)Z1(�1)Z2(�2)8Die Indizes der S-Matrizen wurden gegen�uber [16] dem Bild (1.9) angepa�t, d.h. die oberen Indizesder S-Matrix wurden vertauscht.



48 KAPITEL 2. FORMFAKTORENzeigt, da� dies erfordert, da� die S-Matrix unit�ar ist. Eine weitere Bedingung an S ergibtsich, wenn man das Produkt Z1(�1)Z2(�2)Z3(�3) in das Produkt Z3(�3)Z2(�2)Z1(�1)�uberf�uhren m�ochte. Die zwei unterschiedlichen Arten, auf die das geschehen kann, er-zwingen die Erf�ullung der Yang-Baxter-GleichungS23(�2 � �3)S13(�1 � �3)S12(�1 � �2) = S12(�1 � �2)S13(�1 � �3)S23(�2 � �3):Diese Bemerkung zeigt, da� die Zamolodchikov-Algebra speziell auf integrable Modelleder Quantenfeldtheorie zugeschnitten ist.2.4.2 Rapidit�atsgeordnete Zust�andeMit Hilfe der eben eingef�uhrten Zamolodchikov-Algebra ist es m�oglich, Zust�ande zu de�-nieren, indem man die Zy� (�) als Erzeugungsoperatoren und die Z�(�) als Vernichtungs-operatoren au�a�t9:j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)i = Zy�1(�1) � � �Zy�n(�n)j0ih(�n; �n); � � � ; (�1; �1)j = h0jZ�n(�n) � � �Z�1(�1):Wie �ublich soll der Vernichtungsoperator das (eindeutige) Vakuum vernichten: Z�(�)j0i =0. Dies ist bis hierher erst einmal nur eine formale De�nition, in der keine eigenst�andigephysikalische Bedeutung gesucht werden sollte. Wichtig sind jedoch gewisse sich ergebendeAnalogien.Interessant sind dabei vor allem die folgenden zwei Punkte:1. Die Vertauschungsrelationen sind gerade so gew�ahlt, da� sich bei einem Matrixele-ment h(�n; �n); � � � ; (�1; �1)jO(0)j(�1; �1); � � � ; (�n; �m)igerade die Formfaktoreigenschaft (2.17) reproduziert.2. In Verbindung mit dem ersten Punkt legt das physikalisch intuitive Bild�1 > �2 > �3: j�2; �1; �3ij�2; �3; �1ij�1; �2; �3i = inj�3; �2; �1i = out----�1�2�3
�3�2�1 x-

t 6 ������@@@@@@ (2.25)nahe, bestimmte Zust�ande, in denen die Rapidit�aten entweder aufsteigend oder ab-steigend geordnet sind, als physikalische in- bzw. out-Zust�ande aufzufassen (vgl.dazu (1.5)). In diesem konkreten Fall w�are j(�1; �1); (�2; �2); (�3; �3)i ein in-Zustandund j(�3; �3); (�2; �2); (�1; �1)i ein out-Zustand. Allgemein ist der rapidit�atsgeordne-te Zustand j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)i ein in-Zustand f�ur �1 > � � � > �n und ein out-Zustand f�ur �1 < � � � < �n. Damit w�are die Verbindung zu den (rapidit�atsabh�angi-gen) Formfaktoren endg�ultig hergestellt (vgl. (2.8) und (2.10), sowie [16, 56, 57]).9Soweit mir bekannt ist, wurden zwar schon konkrete Darstellungen der Zamolodchikov-Algebra f�urden Fall diagonaler S-Matrizen gefunden, jedoch noch nicht f�ur andere. Siehe dazu z.B. [55].



2.4. EIN ALTERNATIVER ZUGANG ZU FORMFAKTOREN 49Man mache sich noch einmal klar, da� der oben dargestellte Proze� als Ganzes imHeisenbergbild durch einen einzigen Vektor dargestellt wird, d.h. die Vertauschungvon Teilchen in den rapidit�atsgeordneten Zust�anden entspricht nicht einer Vertau-schung in diesem physikalischen Zustand.Die genannten Punkte veranlassen einen dazu, rapidit�atsabh�angige Formfaktoren �uberdie Gleichungf �1����m�1����n (�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n) = h(�m; �m); � � � ; (�1; �1)jO(0)j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)ieinzuf�uhren. Die Crossing-Relationen in Satz 1 haben gezeigt, wie diese Funktionen mitden eigentlichen Formfaktorfunktionen (die nur die zusammenh�angenden Anteile beschrei-ben) in Verbindung gebracht werden k�onnen, falls die Mengen von Quantenzahlen nichtlee-ren Durchschnitt haben. Sollte sich der Operator O(x) selbst in irgendeiner Weise durchdie Operatoren Z�(�) und Zy� (�) darstellen lassen, m�u�ten sich mit Hilfe der Vertau-schungsrelationen (2.26) der Zamolodchikov-Algebra die allgemeinen Crossing-Relationenreproduzieren lassen. Diesem Gedanken wird sp�ater noch nachgegangen werden.2.4.3 Verallgemeinerte Normalprodukte und Wick-TheoremIm Rest dieses Kapitels sollen einige Schlu�folgerungen aus einem interessanten Ansatzgezogen werden, der in [39] zu �nden ist. Dazu mu� noch einmal geringf�ugig die No-menklatur ge�andert werden. Sei S(�) eine analytische Funktion in Im � 2 [0; �] mit denEigenschaften S(��) = S(i� + �) = S�1(�):F�ur � 2 R wird die Zamolodchikov-Algebra generiert von Symbolen, die den Vertau-schungsrelationenZ(�1)Z(�2) = S(�1 � �2)Z(�2)Z(�1)Zy(�1)Zy(�2) = S(�1 � �2)Zy(�2)Zy(�1)Z(�1)Zy(�2) = S�1(�1 � �2)Zy(�2)Z(�1) + 2��(�1 � �2)gen�ugen. Setzt man f�ur � 2 R weiter10Zy(�) = Z(� � i�);so lassen sich diese Vertauschungsrelationen f�ur beliebige �1; �2 2 R [ R � i� kompaktschreiben alsZ(�1)Z(�2) = S(�1 � �2)Z(�2)Z(�1) + 2��(�1 � �2 � i�): (2.26)Dabei verschwindet die �-Funktion f�ur Argumente mit Imagin�arteil ungleich 0, so da� sienur einen Beitrag liefert, falls �1 2 R und �2 2 R � i�.Der n�achste Schritt besteht darin, ein Normalprodukt dieser Operatoren einzuf�uhren,das es erlaubt, alle singul�aren Bestandteile eines Produktes von Operatoren zu ver-nachl�assigen bzw. in Kontraktionen zu verlagern, �uber die sich leichter Buch f�uhren l�a�t.Das Vorgehen ist analog zum Buch von Bogolyubov [6]. Dazu setze f�ur �1; �2 2 R[R� i�Z(�1)Z(�2) = : Z(�1)Z(�2) : +Z(�1)Z(�2).10Die Konsistenz der Vertauschungsrelationen ist wegen der Crossing-Symmetrie von S gewahrt!



50 KAPITEL 2. FORMFAKTORENDas verallgemeinerte Normalprodukt : � � � : ist dabei wie �ublich de�niert �uber die Bedin-gung h0j : Z(�1)Z(�2) : j0i = 0:Anders ausgedr�uckt sorgt es daf�ur, da� Erzeugungsoperatoren links stehen und Vernich-tungsoperatoren rechts. Die Kontraktion erf�ullt dann o�enbar die GleichungZ(�1)Z(�2) = h0jZ(�1)Z(�2)j0i = 2��(�1 � �2 � i�). (2.27)Ein verallgemeinertes Normalprodukt von mehreren Operatoren wird de�niert durch: Zy(�1) � � �Zy(�n)Z(�1) � � �Z(�m) : = Zy(�1) � � �Zy(�n)Z(�1) � � �Z(�m): Z(�1) � � �Z(�i)Z(�j) � � �Z(�n) : = S(�i � �j) : Z(�1) � � �Z(�j)Z(�i) � � �Z(�n) :;wobei die erste Zeile f�ur �i; �i 2 R und die zweite f�ur beliebige �i de�niert ist. Nun mu�nur noch festgelegt werden, wie Kontraktionen eines Normalprodukts aufgel�ost werden,d.h. wie (symbolische) Kontraktionen aus dem Inneren des Normalproduktes vor dasNormalprodukt gezogen werden k�onnen, wo es dann eine wirkliche Kontraktion, also einereellwertige Distribution ist. Dazu de�nieren wir rekursiv � � �� � �� � �: Z(�1) � � �Z(�i)Z(�i+1) � � �Z(�n) : = Z(�i)Z(�i+1) : Z(�1) � � �Z(�i�1)Z(�i+2) � � �Z(�n) :,d.h. Kontraktionen von Operatoren, die nebeneinander stehen, k�onnen unabh�angig vonweiteren Kontraktionen vor das Normalprodukt gezogen werden. Gegebenenfalls mu�durch Anwendung der Vertauschungsrelationen (2.26) daf�ur gesorgt werden, da� dieseRekursionsformel anwendbar ist. Dabei ist jedoch darauf zu achten, da� die Reihenfolgeder Operatoren, die miteinander kontrahiert werden sollen, die gleiche ist wie vor denVertauschungen. Dies hat den einfachen Grund, da� die Operatoren in einer Kontraktionnicht vertauscht werden d�urfen, da (2.27) durch das �i� in der �-Funktion asymmetrischist. Es kann leicht gezeigt werden, da� das Endergebnis unabh�angig von der Reihenfolgeist, in der die Kontraktionen herausgezogen werden. Au�erdem entpsricht jede �Uberschnei-dung der Kontraktionsbalken in der Ausgangskon�guration im Endergebnis genau einerS-Matrix, die mit den entsprechenden Rapidit�aten verkn�upft ist. Dies l�a�t sich schnellanhand des Beispiels: Z(�1)Z(�2)Z(�3)Z(�4) :=: Z(�1)Z(�3)Z(�2)Z(�4) : S(�2 � �3).einsehen, wobei die Vertauschungsrelation (2.26) verwendet worden ist. Die gleiche �Uber-legung l�a�t sich auch f�ur kompliziertere Ausdr�ucke durchf�uhren.In Anhang B �ndet sich der Beweis f�ur das folgendeTheorem 3 (Verallgemeinertes Wick-Theorem).F�ur die verallgemeinerten Normalprodukte gelten die Gleichungen11Z(�1) � � �Z(�n) = X8Kontr. � � �: Z(�1) � � � � � � � � � � � �Z(�n) :. (2.28)11Die Summe �uber alle Kontraktionen schlie�t insbesondere auch den Fall ein, da� keine Kontraktionauftritt!



2.4. EIN ALTERNATIVER ZUGANG ZU FORMFAKTOREN 51Die Bedeutung des Wicktheorems liegt in der Einfachheit der Bestimmung von Va-kuumerwartungswerten. Da die Vakuumerwartungswerte von Normalprodukten de�ni-tionsgem�a� verschwinden, m�ussen in (2.28) dann nur die vollst�andigen Kontraktionenber�ucksichtigt werden:h0jZ(�1) � � �Z(�n)j0i = Xvollst. Kontr. � � �: Z(�1) � � � � � � � � � � � �Z(�n) :.Unter ausschlie�licher Verwendung der Vertauschungsrelationen h�atte man das gleicheResultat erhalten. Die Einf�uhrung von Normalprodukten und Kontraktionen sowie dasWick-Theorem erlauben jedoch eine wesentlich �ubersichtlichere Darstellung der zugrun-deliegenden kombinatorischen �Uberlegungen.2.4.4 Alternative De�nition der FormfaktorenDer Weg C sei gegeben durch die Menge C = (R�i0)[(R�i�+i0), wobei beide Linien vonlinks nach rechts durchlaufen werden. Die Bedeutung der in�nitesimalen Verschiebungenwird sp�ater deutlich. Es soll angenommen werden, da� sich ein lokaler Operator O(x)entwickeln l�a�t gem�a�O(x) = 1Xn=0 1n! ZC d�12� � � �ZC d�n2� e�iP (�1;��� ;�n)xfO(n)(�1; � � � ; �n) : Z(�n) � � �Z(�1) : (2.29)mit gewissen Entwicklungskoe�zienten fO(n)(�1; � � � ; �n). P (�1; � � � ; �n) ist der Gesamtim-puls zu den Rapidit�aten �i.Durch Umbenennung (�i; �i+1) �! (�i+1; �i) und Verwendung der Vertauschungsre-lationen (2.26) f�ur die Z erkennt man sofort, da� die BeziehungfO(n)(�1; � � � ; �n) = S(�i � �i+1)fO(n)(�1; � � � ; �i+1; �i; � � � ; �n)erf�ullt sein mu�. Dies liefert einen ersten Hinweis darauf, da� die Funktionen fO(n) alsFormfaktoren interpretiert werden k�onnen. Ob dies tats�achlich der Fall ist, l�a�t sich leichtfeststellen, indem man Matrixelemente des Operators mit rapidit�atsgeordneten Zust�andenbetrachtet. Dabei ergibt sich f�ur �i 2 Rh0jO(0)j�1 � � ��mi= 1Xn=0 1n! ZC d�12� � � �ZC d�n2� fO(n)(�1; � � � ; �n)h0j�: Z(�n) � � �Z(�1) :�Zy(�1) � � �Zy(�m)j0i:Das Wick-Theorem besagth0j�: Z(�n) � � �Z(�1) :�Zy(�1) � � �Zy(�m)j0i= Xvollst. Kontr. � � �� � �: (: Z(�n) � � �Z(�1) :)Z(�1 � i�) � � �Z(�m � i�) :.Da die Kontraktionen innerhalb der Gruppen f�ig (Vernichtungsoperatoren rechts!)bzw. f�ig (alles Erzeugungsoperatoren) verschwinden, bleiben blo� Kontraktionen zwi-schen diesen beiden Gruppen () n = m). Diese sind nur dann ungleich 0, falls �i 2 R.



52 KAPITEL 2. FORMFAKTORENDie entstehenden S-Matrizen k�onnen verwendet werden, um die Argumente in den fO(n) zuvertauschen. Daher liefern alle n! verschiedenen Kontraktionen den gleichen Beitrag, wo-durch der Faktor 1n! neutralisiert wird. Bei der speziellen Kontraktion, bei der jedes Z(�i)mit Z(�i � i�) kontrahiert wird, entstehen zudem keine S-Matrizen. Insgesamt folgth0jO(0)j�1 � � ��mi =ZC d�12� � � � d�m2� fO(n)(�1; � � � ; �m) mYi=1�2��(�i � �i)� = fO(m)(�1; � � � ; �m):Analog ist es m�oglich zu zeigen, da�h�m � � ��1jO(0)j0i = fO(m)(�m � i�; � � � ; �1 � i�):Die Entwicklungskoe�zienten in (2.29) sind also in der Tat (rapidit�atsabh�angige) Form-faktorfunktionen.2.4.5 Allgemeine Crossing-RelationIm letzten Abschnitt wurden nur Matrixelemente betrachtet, bei denen auf einer Seite desOperators das Vakuum stand. Um eine allgemeine Crossing-Relation herzuleiten, mu� dasMatrixelement h�l � � ��1jO(0)j
1 � � �
mif�ur �i; 
i 2 R in expliziter Abh�angigkeit der Formfaktoren bestimmt werden. Dies funk-tioniert im Prinzip wie der Beweis, da� es sich bei den fO(n) tats�achlich um Formfaktorenhandelt, ist jedoch etwas un�ubersichtlicher. Wesentliches Ziel ist es, die vollst�andigenKontraktionen des AusdrucksZ(�l) � � �Z(�1) : Z(�n) � � �Z(�1) : Zy(
1) � � �Zy(
m):zu verstehen. Zuerst ist es wie schon zuvor so, da� Permutationen innerhalb des Normal-produktes : Z(�n) � � �Z(�1) : keine neuen Beitr�age ergeben. Sie k�onnen vielmehr wiederumdazu verwendet werden, den Faktor 1n! zu kompensieren.Als n�achstes betrachten wir die spezielle Kontraktion12� � � � � � � � � � � �� � � � � �: �l � � ��l+1�D�l�D � � ��1�n � � ��n+D�l�m�D � � ��1
y1 � � �
ym�D
ym+1�D � � �
ym :auf die wir sp�ater (unter Ber�ucksichtigung von S-Matrizen) alle weiteren zur�uckf�uhrenwollen, bei der selbst jedoch keine S-Matrizen auftreten. Da im allgemeinen Fall wieder-um keine Kontraktionen innerhalb der einzelnen Gruppen auftreten (wegen des Normal-produkts bzw. da die Rapidit�aten jeweils den gleichen Imagin�arteil haben), gibt es auchdort die folgenden drei Gruppen von Zwei-Operator-Kontraktionen, die im allgemeinenFall jedoch mit zus�atzlichen S-Matrizen auftreten:(a) D Kontraktionen zwischen �l+1�i und 
m+1�i (i = 1; � � �D). Diese sollen als nicht-zusammenh�angende Anteile bezeichnet werden, da �au�ere �-Funktionen entstehen.12Aus Platzgr�unden sind die Operatorsymbole weggelassen worden.



2.4. EIN ALTERNATIVER ZUGANG ZU FORMFAKTOREN 53(b) Insgesamt l�D Kontraktionen zwischen �l�D�i und �n+1�i (i = 1; � � � ; l�D + 1).Diese implizieren �-Funktionen, die die Integration �uber die untere Linie aufheben(die obere liefert hier keinen Beitrag) und die Ersetzung � = � � i� + 0 in denFormfaktoren erzwingen.(c) Insgesamt m�D Kontraktionen zwischen �l�D�i und 
n+1�i (i = 1; � � � ; l�D+1).Diese implizieren �-Funktionen, die die Integration �uber die obere Linie aufheben(die untere liefert hier keinen Beitrag) und die Ersetzung � = 
 in den Formfakto-ren erzwingen. Nat�urlich gibt es nur Beitr�age, wenn die Zahlen der Operatoren soaufeinander abgestimmt sind, da� vollst�andige Kontraktionen m�oglich sind.Die oben angegebene spezielle Kontraktion liefert also den genannten Punkten gem�a� denAnteilfO(n)(
1; � � � ; 
m�D; �l�D � i� + i0; � � � ; �1 � i� + i0)(2�)D D�1Yi=0 �(
m�i � �l�i): (2.30)Die Beitr�age beliebiger Kontraktionen lassen sich nun leicht bestimmen, indem siedurch Ausnutzung der Kommutationsbeziehungen (2.26) auf die obige Form gebracht wer-den. Um die komplizierte Kombinatorik in den Gri� zu bekommen, gruppieren wir die Ra-pidit�aten entsprechend ihrer Bedeutung. So de�nieren wir die Mengen �!C = f
1; � � � ; 
mgund  �B = f�l � � ��1g, wobei der Pfeil die Richtung aufsteigender Indizes andeutet undMengen mit unterschiedlicher Ordnung der Elemente unterschieden werden sollen. DasProblem besteht darin, f�ur die Rapidit�aten im Ausdruck �B  �A �!Calle vollst�andigen Kontraktionen anzugeben. In der Menge B gibt es eine Teilmenge BZ,die mit Elementen aus A kontrahiert wird, und eine andere BN , die mit solchen aus Ckontrahiert wird. Die zuletzt genannten Kontraktionen enthalten �au�ere �-Funktionen,daher der Index N f�ur nichtzusammenh�angend. Der Index Z steht umgekehrt f�ur zu-sammenh�angend, da dort nur �-Funktionen entstehen, die ausintegriert werden. Analogzerlegen wir die Menge C, so da� wir  �B =  �����BN [ BZ und �!C = �����!CZ [ CN haben. DieVereinigung zweier Mengen bedeutet in diesem Zusammenhang, die Elemente der zwei-ten Menge an die der ersten Menge hinten anzuf�ugen. Man beachte, da� in B und Cim allgemeinen Elemente der jeweiligen Teilmengen beliebig nebeneinander stehen unddaher der Pfeil unbedingt notwendig ist. Mit dieser Nomenklatur sind die vollst�andigenKontraktionen des Ausdrucks �����BN [BZ  �����A1 [ A2 �����!CZ [ CNzu bestimmen. Durch die Anwendung der Vertauschungsrelationen (2.26) lassen sich dieMengen entkoppeln gem�a�  �����BN [ BZ !  �BN [  �BZ , �����!CZ [ CN ! �!CZ [ �!CN und  �����A1 [ A2 = �A1 [  �A2, wobei Permutationen in A nur den Faktor n! kompensieren. Das Ergebnis isteine Summe �uber alle Ausdr�ucke der Form � � S-Matrizen � . �CZ [ �CN �A1 [ �A2 �BN [ �BZ (2.31)



54 KAPITEL 2. FORMFAKTORENSchreiben wir symbolisch S(�!B  �!BZ [ �!BN) f�ur das Produkt von S-Matrizen, das dieEntkopplung f�ur B induziert, und analog S(�!CZ [ �!CN  �!C ) im Fall von C, sowie dieentstehenden �-Funktionen �(BN  CN), so erhalten wir mit (2.30) schlie�lich die allge-meine Crossing-Formelh �B jO(0)j�!C i= XB=BZ[BNC=CZ[CN S(�!B  �!BZ [ �!BN )fO(�!CZ ; �BZ � i� + i0)�(�!BN  �!CN)S(�!CZ [ �!CN  �!C ):(2.32)Die jeweiligen S-Matrizen k�onnen im konkreten Einzelfall leicht angegeben werden.An dieser Stelle soll das Verfahren noch kurz anhand des Matrixelementsh�jO(0)j
1 � � �
miveranschaulicht werden. In der Nomenklatur von eben sind hier nur Beitr�age m�oglich, fallsn = m� 1 oder n = m+1. Im ersten Fall wird � mit einem beliebigen 
j kontrahiert, imzweiten Fall mit �n. Schematisch sind also die vollst�andigen Kontraktionen durch� � �� � �� � � 
1 � � �
m�m+1�m � � ��1�+� � � � � �
1 � � �
j � � �
m�m�1 � � ��1�Pjgegeben. Im ersten Term lassen sich die notwendigen S-Matrizen leicht ablesen. Es giltalsoh�jO(0)j
1 � � �
mi=Xj fO(
1; � � � ; 
̂j; � � � ; 
m)2��(� � 
j) mYi=j+1S(
j � 
i) + fO(
1; � � � ; 
m; � � i� + i0):Man vergleiche diese Formel mit Gleichung (2.13). Au�erdem beachte man die entstehendegraphische Darstellung, wenn die �'s (so es denn mehrere sind), die 
's und alle mit ihnenverbundenen Linien wie folgt gedreht werden:
� � �� � � 
1 � � �
m�1 � � ��m�m+1�+� � �
1 � � �
j � � �
m�1 � � � � � � � � ��m�1 �Pj :Analog kann im allgemeinen Fall verfahren werden. Verwendet man einen Kasten zurDarstellung der S-Matrizen, die die Entkopplung der Rapidit�aten bewirken, erh�alt man



2.4. EIN ALTERNATIVER ZUGANG ZU FORMFAKTOREN 55ausgehend von (2.31) nach der Drehung der Mengen A1, A2, BZ und BN das DiagrammS(�����!BZ [BN  �!BZ [ �!BN )
S(�!CZ [ �!CN  �����!CZ [ CN)

[[ �!A2�!A1 �!BN�!BZ
�����!BZ [ BN

�����!CZ [ CN
�!CN[�!CZ

:Insbesondere kann nun auch besser verstanden werden, wieso in der oben angegebenallgemeinen Crossing-Formel (2.32) die Pfeile �uber den B's umgedreht worden sind. Imn�achsten Kapitel wird bewiesen, da� man mit der traditionellen Methode durch Iterationder Gleichungen (2.13) die gleiche Crossing-Formel erh�alt. Man vergleiche dazu die obenangegebene graphische Darstellung mit der aus Satz 9 in Kapitel 4.



56 KAPITEL 2. FORMFAKTOREN



Kapitel 3Das Bootstrap-Programm
3.1 Das allgemeine VorgehenDas Bootstrap-Programm ist ein Programm zur Klassi�kation aller m�oglichen S-Matrizenvon integrablen Modellen in 1 + 1 Dimensionen. Die Grundlage wird gebildet durch dieForderung einiger Eigenschaften f�ur die S-Matrix, wie sie in De�nition 1 zusammengestelltsind. Diese beinhalten1. allgemeine Eigenschaften wie Unitarit�at und Crossing-Symmetrie;2. spezielle Eigenschaften in integrablen Theoriena) Faktorisierung und Yang-Baxter-Gleichungb) Bootstrap-Gleichung (Fusionsgleichung)c) maximale Analytizit�at.Der Ausgangspunkt einer konkreten Realisierung einer S-Matrix, die die oben genann-ten Bedingungen erf�ullt, ist ein bestimmtes vorgegebenes "Modell\. Mit "Modell\ ist dabeidie Angabe der auftretenden Teilchen und ihrer Symmetrien gemeint, insbesondere dasSpektrum gebundener Zust�ande. Das Bootstrap-Programm und in dessen Verallgemeine-rung das Formfaktor-Programm1 ist ein systematisches Verfahren, aus diesen Ausgangsin-formationen s�amtliche relevanten quantenfeldtheoretischen Gr�o�en zu bestimmen, also vorallen Dingen die Korrelationsfunktionen, aus denen alles andere berechnet werden kann(vgl. [54]). Wie aus dieser Beschreibung ersichtlich ist, nimmt das Bootstrap-Programmkeinerlei Bezug auf eine Formulierung �uber Lagrange-Dichten oder �ahnlichem. Die Ver-bindung von Ergebnissen des Bootstrap-Programms zu Modellen, die auf andere Art undWeise de�niert sind, kann st�orungstheoretisch oder �uber Analogien im Teilchenspektrumnachvollzogen werden.Nach der Wahl eines Modells sind im Bootstrap-Programm folgende Schritte durch-zuf�uhren:1. Bestimmung von exakten S-Matrizen aus den S-Matrix-Axiomen in De�nition 1unter Ber�ucksichtigung der postulierten Teilchen und ihrer Symmetrien. UnterUmst�anden kann es vorkommen, da� aus Konsistenzgr�unden neue Teilchen auf-treten.1Hier werden beide Begri�e synonym verwendet.57



58 KAPITEL 3. DAS BOOTSTRAP-PROGRAMM2. Bestimmung von m�oglichen verallgemeinerten Formfaktorfunktionen aus den Form-faktoraxiomen in De�nition 2. Hier wird es verschiedene L�osungen geben, die zuunterschiedlichen Operatoren geh�oren. Darum ist eine Klassi�kation der erhaltenenL�osungen zum Beispiel nach Symmetrieeigenschaften w�unschenswert.3. Zuordnung der berechneten Formfaktorfunktionen zu Operatoren. Dies kannst�orungstheoretisch und/oder �uber exakte Prinzipien geschehen, wie zum Beispieldas asymptotische Verhalten.4. Bestimmung der Korrelationsfunktionen aus den Formfaktoren gem�a� Glei-chung (2.16).Im n�achsten Kapitel wird nachgewiesen, da� die S-Matrix- und Formfaktoraxiome derDe�nitionen 1 und 2 gerade ausreichen, eine lokale Theorie zur�uckzuerhalten. Bevor wiruns dem Beweis der zuletzt genannten Behauptung zuwenden, sollen jedoch erst einmal ei-nige Beispiele f�ur die Anwendung des Bootstrap-Programms vorgestellt werden, wobei nurauf den f�ur die sp�ateren Betrachtungen wichtigen ersten Punkt eingegangen werden wird.Konkret werden das Sinus-Gordon-Modell, sowie das Z(N)-Ising-Modell vorgestellt undjeweils Phasenkonventionen f�ur die in Abschnitt 1.3.7 de�nierten und in (1.19) und (2.20)auftretenden Intertwiner angegeben, so da� eine konsistente Beschreibung dieser beidenModelle im Rahmen der neu eingef�uhrten Gleichungssysteme aus den De�nitionen 1 und 2m�oglich ist. Im Sinus-Gordon-Modell wird in diesem Zusammenhang ein in der Litera-tur noch nicht diskutierter Fusionsproze� postuliert und seine Existenz bewiesen. DieserProze� ist unverzichtbarer Bestandteil im Beweis der Lokalit�at, der im n�achsten Kapitelerbracht wird.Das einzige Modell, f�ur das das vollst�andige Bootstrap-/Formfaktor-Programm durch-gef�uhrt werden konnte, ist das Z(2)-Ising-Modell [54], das mit dem Ising-Modell der stati-stischen Physik im Skalenlimes verbunden ist. Wir beginnen die Diskussion hier mit seinerVerallgemeinerung, dem Z(N)-Ising-Modell.3.2 Das Z(N)-Ising-Modell3.2.1 De�nition des Modells und Bestimmung der S-MatrixEs soll angenommen werden, da� in dem Modell ein "elementares\2 Boson b1 der Massem1 = m vorhanden ist, das in Zukunft einfach mit 1 abgek�urzt werden soll. Danebensoll es einen gebundenen Zustand b2 = 2 = (11) = (b1b1) geben. Wird der imagin�are undmomentan noch beliebige Bindungswinkel mit # = �211 2 i(0; �) bezeichnet3, ergibt sichaus Abbildung 1.2 (linkes Bild) f�ur seine Masse die Formelm22 = 2m2�1� ch (i� � #)� = 2m2(1 + ch#) = 4m2ch 2#2 :Mit a = #2i ist die Masse alsom2 = 2m cos a = m2 cos a sin asin a = msin 2asin a :2Man vergegenw�artige sich, da� in der Quantenfeldtheorie und damit auch im Bootstrap-Bild imPrinzip alle Teilchen gleichberechtigt, also auch gleich elementar sind.3Die Zahlen stehen alle f�ur Indizes, die 2 ist kein Exponent!



3.2. DAS Z(N)-ISING-MODELL 59Tabelle 3.1: �Ubersicht �uber alle m�oglichen Fusionsprozesse im Z(N)-ModellProze� Rapidit�at des gebundenen Zustands Bindungswinkel Einschr�ankungbk + bl �! bk+l 
bk � i�N l = 
bl � i�N k i�N (k + l) k + l < Nbk + bl �! bk+l�N 
bk � i�N (N � l) = 
bl � i�N (N � k) i�N (k + l �N) k + l > NEine Verallgemeinerung dieser geometrischen �Uberlegungen f�ur den iterativ gebildetengebundenen Zustand von k elementaren Teilchen bk = k = (11 � � �1) = (b1 � � � b1) ergibtdie Massenformel mk = msin kasin a :Wegen der zu fordernden Z(N)-Symmetrie gilt bN�1 = �b1. Insbesondere m�ussen die ent-sprechenden Massen �ubereinstimmen, was direkt zu der Bedingungsin(N � 1)asin a = 1und damit zu a = �N f�uhrt. F�ur den Bindungswinkel folgt daher # = 2i�N .Die S-Matrix f�ur die Streuung zweier Teilchen vom Typ 1 hat damit die FormS11(�) = sin 12(� + 2�iN )sin 12(� � 2i�N ) :Sie ist durch eine skalare Funktion gegeben, f�ur die demnach die Yang-Baxter-Gleichung (1.17) immer erf�ullt ist. In [58] wurde gezeigt, da� diese L�osung unter Ber�uck-sichtigung der maximalen Analytizit�at eindeutig ist. Man beachte, da� genau ein Polauftritt und zwar an der Stelle � = �211 = 2i�N . Er entspricht dem gebundenen Zustand2 = (11).Mit Hilfe der Bootstrapregeln lassen sich daraus alle weiteren S-Matrixelemente ab-leiten. Wie das geschieht, soll an diesem relativ einfachen Beispiel vorgef�uhrt werden.In einem ersten Schritt berechnen wir die S-Matrix f�ur die Streuung eines Teilchensk = (1(1) � � � 1(k)) mit einem Teilchen 1. Dazu benutzen wir die Bootstrapgleichungen (1.19)in der Form, wie sie in der Abbildung ���� 1(k)1(2)1(1) � � � 1k ���� ��
��
@@@@@@@@@1k =�������

��@@@@@@@@@zu sehen sind. Die mit dem Stern � gekennzeichneten Gr�o�en sind dabei das Inverseder mit dem Punkt � versehenen erweiterten Intertwiner. Wegen der Diagonalit�at der S-Matrizen heben sich die Intertwinerbeitr�age gegenseitig auf, weshalb nur die S-Matrizen�ubrigbleiben. Danach giltSk1(�k � �1) = S11(�(1) � �1) � � �S11(�(k) � �1):



60 KAPITEL 3. DAS BOOTSTRAP-PROGRAMMTabelle 3.2: Phasenkonventionen und erweiterte Intertwiner f�ur das Z(N)-ModellObjekt Wert Objekt Wert Objekt Wert Objekt Wert�k+lkl 1 �lkk+l 1 �k+lkl ijRk+lkl j 12 �lkk+l ijRk+lkl j 12�N�k�lN�k;N�l 1 �N�l;N�kN�k�l 1 �N�k�lN�k;N�l ijRN�k�lN�k;N�lj 12 �N�l;N�kN�k�l ijRN�k�lN�k;N�lj 12Um die Winkel zu bestimmen, betrachten wir die Abbildung
... 1(k)
1(1)

1
kJJJJJJĴ -QQQQQQs������3
:Der Winkel �(j) � �(j+1) ist jeweils der Bindungswinkel 2i�N . Es ist dann o�ensichtlich,da� der Winkel zwischen 1(1) und 1(k) gerade 2i�N (k � 1) betr�agt. Allgemeiner �ndet man�(j)� �(k) = 2i�N (k� j). Wegen �k� �(k) = 12 2i�N (k�1) folgt �(j) = �k+ i�N (k�2j+1). Setztman nun � = �k � �1, erh�alt man �(j) � �1 = �(j) � �k + � = � + i�N (k � 2j + 1). EinsetzenergibtSk1(�) = sh 12�� + i�N (k + 1)�sh 12�� + i�N (k � 3)� � � � sh 12�� + i�N (�k + 3)�sh 12�� + i�N (�k � 1)�= sh 12�� + i�N (k + 1)�sh 12�� � i�N (k � 1)� sh 12�� + i�N (k � 1)�sh 12�� � i�N (k + 1)� :Damit l�a�t sich nun analog die allgemeine S-Matrix Skl(�) berechnen. Wie eben giltSkl(�k � �l) = Sk1(�k � �(1)) � � �Sk1(�k � �(l)):Mit � = �k � �l haben wir wie zuvor �k � �(m) = � + i�N (2m � l � 1). Damit erh�alt manschlie�lich Skl = l�1Ym=�(l�1) sh 12�� + i�N (k �m + 1)�sh 12�� + i�N (k �m� 1)� sh 12�� � i�N (k +m� 1)�sh 12�� � i�N (k +m + 1)� : (3.1)Es l�a�t sich leicht �uberpr�ufen, da� diese S-Matrix die Unitarit�at (1.15) erf�ullt. Au�er-dem gen�ugt sie der Crossing-Relation (1.16), wenn allgemein �bk = bN�k gesetzt wird.Die Yang-Baxter-Gleichung (1.17) ist aufgrund des diagonalen Charakters der S-Matrixautomatisch erf�ullt. Die anderen S-Matrix-Axiome aus De�nition 1 sind Gegenstand derUntersuchungen des n�achsten Abschnitts.3.2.2 Diskussion der gebundenen Zust�andeEine Analyse der Pol- und Nullstellenstruktur der S-Matrix Skl ist f�ur k + l < N inAbbildung 3.1 dargestellt (vgl. (3.1)). Aufgrund der Periodizit�at der sh -Funktion setzt
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� i�N (k + l)� i�N jk � lj�� i�N jk � lji�N (k + l)��

� =Nullstelle� =Pol�i� ��������������������0
i� ��������������������

Abbildung 3.1: Pol- und Nullstellenstruktur der S-Matrix Skl im Z(N)-Ising-Modell.sich dies entsprechend in die anderen Streifen fort. Die S-Matrix (3.1) hat f�ur k 6= lzwei einfache Pole an den Stellen i�N (k + l) und i�N jk � lj und dazwischen im Abstand 2i�NDoppelpole. F�ur k = l wird der Pol bei i�N jk � lj durch eine Nullstelle kompensiert. DerPol an der Stelle i�N (k+ l) ist mit dem Fusionsproze� k+ l = (kl) verbunden. Dies ist seitlanger Zeit bekannt [58]. Die Z(N)-Symmetrie schlie�t aus, das der andere Pol ebenfallszu einem Fusionsproze� geh�ort.Aus Symmetriegr�unden folgt die Existenz des analogen Prozesses zu k + l = (kl)(k+l < N) f�ur die Antiteilchen, d.h. N�k�l = (N�k;N�l). Wegen (N�k)+(N�l) =2N � k � l < N f�ur k + l > N hat man damit auch Fusionsprozesse k + l ! x f�urk + l > N erhalten, wobei jetzt untersucht werden soll, um welches Teilchen es sichbei x handelt. Wir nehmen die Beschreibung des Prozesses �uber die Antiteilchen vor:(kl) = �N � (N � k); N � (N � l)� = N � (N � k) � (N � l) = k + l � N = x. DieseRelation gibt eine weitere Best�atigung der Bezeichnung Z(N)-Modell: Letztendlich sindalle Teilchenzahlen mod N zu nehmen, d.h. im Prinzip kann man immer die Additionsregelanwenden und mu� nur nachher darauf achten, da� die entstehende Teilchenzahl in denrichtigen "Sektor\ zwischen 1 und N transformiert wird. In Tabelle 3.1 sind s�amtlicheFusionsprozesse und ihre wichtigen Parameter aufgelistet4.3.2.3 Konsistenz mit dem Bootstrap-BildIn diesem Abschnitt soll eine Phasenkonvention f�ur die Intertwiner und die erweitertenIntertwiner gefunden werden, die konsistent ist mit dem Bootstrap-Bild. Dazu ben�otigenwir erst einmal dasLemma 4 (Residuen der S-Matrizen im Z(N)-Modell).Die Residuen Rk+lkl = Res�= i�N (k+l)Skl(�) und RN�kN�k�l;l = Res�= i�N (N�k)SN�k�l;l(�) der Z(N)-S-Matrizen gen�ugen der BeziehungRk+lkl = RN�kN�k�l;l = 2i sin �N k lYm= 12 ;1;��� sin �N (k +m)sin �Nm : (3.2)4Das Vorzeichen bei der Angabe zur Rapidit�at des gebundenen Zustands h�angt davon ab, welches derbeiden Teilchen die Rapdit�at mit dem gr�o�eren Imagin�arteil hat, also im Sinne von Abbildung 1.2 linksvom anderen steht.



62 KAPITEL 3. DAS BOOTSTRAP-PROGRAMMBeweis. Der Pol von Skl bei i�N (k + l) liegt in dem Faktor, der in der Darstellung (3.1)zum Index m = l � 1 geh�ort. Aufspaltung des Produkts und Berechnung des ResiduumsergibtRk+lkl = sh i�N (k + 1)sh i�N k12sh i�N � sh i�N (k + 32)sh i�N (k + 12)sh i�N 32sh i�N 12 � � � sh i�N (k + l)sh i�N (k + l � 1)sh i�N lsh i�n (l � 1)= 2sh i�N k lYm= 12 ;1;��� sh i�N (k +m)sh i�Nm = 2i sin �N k lYm= 12 ;1;��� sin �N (k +m)sin �Nm :Zur Bestimmung von RN�kN�k�l;l = Res�= i�N (N�k)SN�k�l;l(�) verfahren wir wie oben. Der Polsitzt wieder im Faktor f�ur m = l � 1. Entwicklung des Produktes ergibtRN�kN�k�l;l = sh i�N (k + l � 1)sh i�N (k + l)sh i�N � 12 � sh i�N (N � k � l + 32)sh i�N (N � k � l + 12)sh i�N 32sh i�N 12 � � � �� � � � sh i�N (N � k)sh i�N (N � k � 1)sh i�N lsh i�n (l � 1) :Mit sh (i� � �) = sh (�) folgt daher nach Umsortieren der Z�ahlerRN�kN�k�l;l = 2i sin �N k lYm= 12 ;1;��� sin �N (k +m)sin �Nm = Rk+lkl ;quod erat demonstrandum.Nach diesen Vorbereitungen ist es nun m�oglich, die Intertwiner festzulegen und dieerw�unschte Konsistenz mit dem Bootstrap-Bild zu beweisen.Satz 5 (Konsistenz des Z(N)-Ising-Modells mit dem Bootstrap-Bild).Das Z(N)-Ising-Modell ist konsistent mit den Gleichungen (1.18), (1.19) und (1.20) derS-Matrix-Gleichungen in De�nition 1, falls f�ur die Intertwiner die in Tabelle 3.2 angege-benen Werte gew�ahlt werden.Beweis. Hier gibt es nicht viel zu zeigen. Die Orthogonalit�ats- und Vollst�andigkeitsre-lationen (1.12) sind o�ensichtlich erf�ullt und mit Lemma 4 sieht man sofort, da� dieBeziehungen (1.18) und (1.20) f�ur die erweiterten Intertwiner gelten. F�ur die Bootstrap-Gleichung (1.19) spielen die Intertwiner wegen der Diagonalit�at der S-Matrizen keineRolle.3.3 Das Sinus-Gordon-Modell3.3.1 Lagrange-Formulierung des Sinus-Gordon-ModellsDas Sinus-Gordon-Modell ist �uber die Lagrange-DichteL = 12(@�)2 + ��2 (cos ��� 1)



3.3. DAS SINUS-GORDON-MODELL 63de�niert, in der ein reelles bosonisches Feld � auftritt. Es ist nach Coleman (siehe [29])�aquivalent zum massiven Thirring-Modell, das �uber die Lagrange-DichteL =  (i 6@ �M) � 12g( 
� )2gegeben ist. Der Lagrangian beinhaltet ein Spinorfeld respektive zwei fermionische Fel-der, das Soliton und das Antisoliton. Um die �Aquivalenz zu gew�ahrleisten, m�ussen dieKopplungskonstanten �uber die Beziehung�28� � �2 = �� + 2g = �miteinander verkn�upft sein. Der Parameter � wird sp�ater im Bootstrap-Bild auftauchen.Die oben angegebene Beziehung von � zu g und � folgt dabei aus dem Vergleich einerEntwicklung der sp�ater herzuleitenden exakten Bootstrap-Ergebnisse mit einer St�orungs-entwicklung der S-Matrix ausgehend von der Lagrange-Formulierung.3.3.2 Das Bootstrap-Programm: Die Soliton-Antisoliton-S-MatrixAls "elementare\ Teilchen des Sinus-Gordon-Modells wollen wir { die �Aquivalenz mit demmassiven Thirring-Modell verwendend { das Soliton s und das Antisoliton �s ansehen. Dahier im Gegensatz zum Z(N)-Modell auch R�uckw�artsstreuung auftritt (oder zumindestauftreten kann), hat man es a priori mit einer nichtdiagonalen S-Matrix zu tun. AusLadungserhaltungs- und Symmetriegr�unden folgt in der kanonischen Basis e1 = jssi,e2 = js�si, e3 = j�ssi und e4 = j�s�si in V1 
 V2 die generelle StrukturS(�) = 0BB@ a(�) 0 0 00 t(�) r(�) 00 r(�) t(�) 00 0 0 a(�) 1CCA :Dabei ist zu ber�ucksichtigen, da� die S-Matrix eine Abbildung S : V1 
 V2 �! V2 
V1 ist und bei der entsprechenden Basis im Zielraum die Teilchen vertauscht sind. DieAmplitude f�ur die Streuung zweier (Anti)-Solitonen ist a(�), und t(�) bzw. r(�) sinddie Amplituden f�ur die Vorw�arts- bzw. R�uckw�artsstreuung eines der beiden Teilchen anseinem Antiteilchen. Der letztgenannte Sachverhalt spiegelt sich in den Abbildungen5�= �s�s�s��@@�ss sss@@��� = a(�) �= �s�s�s ��@@�s s s ss@@��� = t(�) �= �s�s�s ��@@�ss sss@@��� = r(�)wieder.Die S-Matrix hat die EigenwerteS�(�) = t(�)� r(�) und a(�);die zu den Eigenvektoren 1p2(js�si � j�ssi) bzw. jssi und j�s�si geh�oren. In Abschnitt 1.3.7haben wir gesehen, da� den Polen der Eigenwerte gebundene Zust�ande entsprechen. Um5Zur Erinnerung: Die Diagramme sind von unten nach oben zu lesen!



64 KAPITEL 3. DAS BOOTSTRAP-PROGRAMMweitere Aussagen tre�en zu k�onnen, ist es jedoch zuerst einmal notwendig, die S-Matrixkonkret gegeben zu haben6. Die Crossing-Relationen (1.16) lautena(�) = t(i� � �) und r(�) = r(i� � �): (3.3)Die Unitarit�at (1.15) hat die Bedingungena(�)a(��) = 1t(��)t(�) + r(��)r(�) = 1 (3.4)t(��)r(�) + r(��)t(�) = 0zur Folge. Aus der Yang-Baxter-Gleichung erh�alt manr(�12)a(�13)r(�23) + t(�12)r(�13)t(�23) = a(�12)r(�13)a(�23):Dividiert man dies durch r(�12)r(�13)r(�23) und setzt h(�) = t(�)r(�) , so ergibt sich f�ur denspeziellen Fall �1 > �2 > �3 unter Ausnutzung der Crossing-Relationen (3.3)h(i� � �13) + h(�12)h(�23) = h(i� � �12)h(i� � �23):Mit � = �12 und �0 = �23 haben wir dann wegen � + �0 = �13 die Funktionalgleichungh(i� � � � �0) + h(�)h(�0) = h(i� � �)h(i� � �0)mit der L�osung h(�) = sh ��sh i�� (� > 0):Um daraus die gesuchten Amplituden zu berechnen, verwenden wir den Cauchy-Integralsatz in der Form7 f(z) = 12�i ZC f(�)d�sh (z � �) ;wobei f(z) innerhalb des Weges C analytisch ist. Wenden wir dies f�ur C = R + i0 [R + i� � i0, wobei der Weg im mathematischen Richtungssinn durchlaufen wird undim Unendlichen geschlossen ist, auf die Funktion f(z) = ln t(z) an, so ergibt sich unterAnnahme der Analytizit�at im betrachteten Bereichln t(�) = 12�i ZC ln t(�)d�sh (� � �) = 12�i Z 1�1 d�sh (� � �) ln�t(�)t(i� + �)�:Nun l�a�t sich das Produkt der Amplituden t im Integral durch h ausdr�ucken �ubert(�)t(i� + �) = t(�)a(��) = t(�)a(�) = t(�)r(�) � r(i� � �)u(�) = t(�)r(�) � r(i� � �)t(i� � �) = h(�)h(i� � �) ;wobei nur die Crossing-Relationen (3.3), die Unitarit�atsbeziehungen (3.4) und die De�ni-tionsgleichung f�ur h verwendet wurden. Setzt man die vorhin erhaltene L�osung f�ur h ein,so ergibt sich schlie�licha(�) = t(i� � �) = 12�i exp Z 1�1 d�sh (� + �) ln sh i����sh �� :



3.3. DAS SINUS-GORDON-MODELL 65Tabelle 3.3: �Ubersicht �uber alle m�oglichen Fusionsprozesse im Sinus-Gordon-ModellProze� Rapidit�at des gebundenen Zustands Bindungswinkels+ �s �! bk 
s � i�2 (1� �k) = 
�s � i�2 (1� �k) i�(1� �k)s+ bk �! s 
s � i��k = 
bk � i�2 (1� �k) i�2 (1 + �k)�s+ bk �! �s 
�s � i��k = 
bk � i�2 (1� �k) i�2 (1 + �k)bk + bl �! bk+l 
bk � i��2 l = 
bl � i��2 k i��2 (k + l)bk+l + bk �! bl 
bk+l � i��2 k = 
bk � i�(1� �2 (k + l)) i�(1� �2 l)Von Zamolodchikov stammt die Formel (siehe [59])a(�) = 1Yk=0 1Yl=0 2l + �(1 + k) + �i�2l + �(1 + k)� �i� � 2(l + 1) + k� + �i�2(l + 1) + k� � �i� �� 2l + 1 + �(k + 1)� �i�2l + 1 + �(k + 1) + �i� � 2l + 1 + k� � �i�2l + 1 + k� + �i� ;die die Extrapolation eines semiklassischen Ergebnisses darstellt und mit der oben an-gegebenen Formel �ubereinstimmt. F�ur die anderen Amplituden erh�alt man aus (3.3) dieGleichungen t(�) = t(�)r(�) r(i� � �)t(i� � �) a(�) = h(�)h(i� � �)a(�) = sh ��sh i���� a(�)r(�) = r(i� � �)t(i� � �)a(�) = a(�)h(i� � �) = sh i��sh i���� a(�): (3.5)Im nachhinein stellt sich heraus, da� das Vorgehen nur erlaubt ist, falls der Parameterdie Ungleichung � > 1 erf�ullt, da nur dann ln t(�) im physikalischen Bereich analytischist. Wir k�onnen die erhaltenen Ergebnisse allerdings auf andere Werte von � analytischfortsetzen, so da� wir eine Theorie auch f�ur � < 1 erhalten haben, die wegen der dortauftretenden gebundenen Zust�ande besonders interessant ist.3.3.3 Weitere Teilchen: BreatherDie Eigenwerte S�(�) = t(�) � r(�) der S-Matrix haben gem�a� (3.5) einfache Pole, diegebundenen Zust�anden entsprechen k�onnen, an den Stellen i�(1 � �k), wobei S+ einenPol f�ur gerades k und S� einen f�ur ungerades k besitzt. Da sie im physikalischen Streifen0 < Im � < � liegen m�ussen, um physikalisch relevant zu sein, hat man die Grenze k < 1� .Die Pole geh�oren zu den Fusionsprozessen bk = (s�s), wobei die sogenannten Breather bkungeladene Teilchen sind, d.h. es gilt bk = �bk. F�ur � > 1 gibt es keinen Breather imModell,f�ur 12 < � < 1 zwei, usw. Wie im Z(N)-Modell k�onnen diese Breather ihrerseits nach denzwei Regeln bk+l = (bkbl) und bl = (bk+lbk) fusionieren, wobei die beiden Prozesse �uberdie Crossing-Symmtrie (1.16) der S-Matrix miteinander verbunden sind. Von diesen Polen6Die folgende Herleitung orientiert sich an [49].7Nach dem Residuensatz h�angt der Wert des Integrals nur vom Pol ab und dort verh�alt sich derIntegrand wie f(�)z�� , genau wie bei der bekannten Form des Cauchy-Integralsatzes.



66 KAPITEL 3. DAS BOOTSTRAP-PROGRAMMTabelle 3.4: Phasenkonventionen und erweiterte Intertwiner f�ur das Sinus-Gordon-ModellObjekt Wert Objekt Wert Objekt Wert Objekt Wert�bks�s 1p2 ��ssbk 1p2 �bks�s i 1p2 jRbks�sj 12 ��ssbk i (�1)kp2 jRbks�sj 12�bk�ss (�1)kp2 �s�sbk (�1)kp2 �bk�ss i (�1)kp2 jRbks�sj 12 �s�sbk i 1p2 jRbks�sj 12�sbks 1 �sbks 1 �sbks ijRsbksj 12 �sbks i(�1)kjRsbksj 12�ssbk (�1)k �bkss (�1)k �ssbk i(�1)kjRsbksj 12 �bkss ijRsbksj 12��sbk�s (�1)k ��sbk�s (�1)k ��sbk�s i(�1)kjR�sbksj 12 ��sbk�s ijR�sbksj 12��s�sbk 1 �bk�s�s 1 ��s�sbk ijR�sbksj 12 �bk�s�s i(�1)kjR�sbksj 12�bk+lbkbl 1 �blbkbk+l 1 �bk+lbkbl ijRbk+lbkbl j 12 �blbkbk+l ijRbk+lbkbl j 12�blbk+lbk 1 �bkbk+lbl 1 �blbk+lbk ijRblbk+lbk j 12 �bkbk+lbl ijRblbk+lbk j 12�blbkbk+l 1 �bk+lbkbl 1 �blbkbk+l ijRblbk+lbk j 12 �bk+lbkbl ijRblbk+lbk j 12abgesehen gibt es noch eine ganze Menge an Doppelpolen, die jedoch keine Fusionsprozessebeschreiben. Die Amplitude a(�) hat keine einfachen Pole im physikalischen Streifen, soda� es keine gebundenen Zust�ande der Form (ss) oder �s�s gibt.Die Intertwiner aus Abschnitt 1.3.7 haben gem�a� der von uns gew�ahlten Basis derdiagonalisierten S-Matrix f�ur die Soliton-Antisoliton-Fusionen die Form�bks�s = 1p2 �bk�ss = (�1)kp2 : (3.6)Genauer m�u�te man schreiben��s�s = 1p2 ���ss = �1p2 ;wobei f�ur ungerades k die "�\-Intertwiner und f�ur gerades k die "+\-Intertwiner die phy-sikalischen interessanten sind, entsprechend dem Ursprung der gebundenen Zust�ande bkaus den Polen von S�(�). F�ur rein mathematische Zwecke { z.B. zum Test der Relatio-nen (1.12) { sind immer beide Anteile zu ber�ucksichtigen. In Tabelle 3.4 ist eine Wahlder Intertwiner angegeben, die konsistent ist mit dem Bootstrap-Bild, d.h. Orthogona-lit�ats- und Vollst�andigkeitsrelation (1.12) wie auch die Beziehungen (1.13) und (1.14)sind erf�ullt. Diese Behauptung l�a�t sich leicht anhand der Tabelle nachpr�ufen, wenn mandie Beziehungen zwischen bestimmten Residuen verwendet, die weiter unten in Lemma 6hergeleitet werden.Aus Platzgr�unden soll hier darauf verzichtet werden, die anderen S-Matrizen analogzu dem Vorgehen beim Z(N)-Modell herzuleiten. In [28] sind alle �ubrigen S-Matrizen



3.3. DAS SINUS-GORDON-MODELL 67angegeben. Sie haben die DarstellungSbmbn(�) = tan 12i�� + i��2 (m + n)�tan 12i�� � i��2 (m + n)� m�1Yr=1 tan 12i�� + i��2 (m+ n� 2r)�tan 12i�� � i��2 (m + n� 2r)�n�1Yr=1 tan 12i�� + i��2 (m+ n� 2r)�tan 12i�� � i��2 (m+ n� 2r)�;Sbns(�) = (�1)n n�1Yr=1 sin 12i�� + i�2 �1 + �(n� 2r)��sin 12i�� � i�2 �1 + �(n� 2r)�� nYr=0 sin 12i�� + i�2 �1 + �(n� 2r)��sin 12i�� � i�2 �1 + �(n� 2r)��= (�1)n sin 12i�� + i�2 (1 + �n)�sin 12i�� � i�2 (1 + �n)� sin 12i�� + i�2 (1� �n)�sin 12i�� � i�2 (1� �n)�n�1Yr=10@sin 12i�� + i�2 �1 + �(n� 2r)��sin 12i�� � i�2 �1 + �(n� 2r)��1A2 : (3.7)3.3.4 Konsistenz mit dem Bootstrap-BildUm die Konsistenz des Bootstrap-Bildes zu �uberpr�ufen, m�ussen wie schon beim Z(N)-Ising-Modell einige Residuen berechnet werden. Wir setzen_Rsbks = Res�= i�2 (1+�k) _Sbks(�); _Rbk� = Res�=i�(1��k) _S�(�);_Rbk+lbkbl = Res�= i��2 (k+l) _Sbkbl(�); _Rblbk;bk+l = Res�=i�(1� �2 l) _Sk;k+l(�):Lemma 6 (Residuen der S-Matrizen im Sinus-Gordon-Modell).Die Residuen der S-Matrizen, die f�ur Fusionsprozesse relevant sind, gen�ugen den Bezie-hungen _Rlk+l;l = _Rlk;k+l = _Rk+lkl und 2 _Rsbks = _Rbk� : (3.8)Die Phasen der Residuen ef�ulleni _Rk+lkl = �jRk+lkl j und i _Rsbks = �(�1)kjRsbksj: (3.9)Beweis. Zum Proze� s = (bks) mit dem Bindungswinkel �sbks = i�2 (1+�k) geh�ort o�enbardas Residuum_Rsbks = (�1)k k�1Ym=1 sin �2 �1 + �(k �m)�sin �2�m !2 sin �2 (1 + �k)12i 1sin �2�k= 2i(�1)k cot �2 �k k�1Ym=1 cot2 �2 �m:Der doppelte Wert ergibt sich f�ur _Rbk� [60].



68 KAPITEL 3. DAS BOOTSTRAP-PROGRAMMDie gleichen �Uberlegungen m�ussen f�ur die Fusionsprozesse bk+l = (bkbl) und bl =(bkbk+l) durchgef�uhrt werden. Im ersten Fall ergibt sich mit M = max(k; l) und M =min(k; l) wegen M +M = l + k aus (3.7) schnell_Rbk+lbkbl = tan ��2 (k + l)12i M�1Ym=1 tan ��2 (k + l �m)tan ��2 m M�1Ym=M tan ��2 (k + l �m)tan ��2 m= 2itan ��2 (l + k) tan2 ��2 (l + k � 1) � � � tan2 ��2 (M + 1) tan ��2 M � � � tan ��2 (M + 1)tan ��2 (M � 1) � � � tan ��2 M tan2 ��2 (M � 1) � � � tan2 ��2 :K�urzen einiger Terme ergibt_Rbk+lbkbl = 2itan ��2 (l + k) tan2 ��2 (l + k � 1) � � � tan2 ��2 (M + 1) tan ��2 M)tan ��2 M tan2 ��2 (M � 1) � � � tan2 ��2 : (3.10)Im zweiten Fall ist der Pol bei � = i�(1� �2 ) in der Darstellung (3.7) in dem Produkt f�urden Index m = k verborgen. Es folgt_Rblbk ;bk+l = tan �2 (1 + �k)tan �2 �1� �(k + l)� k�1Ym=1 tan �2 �1 + �(k � r)�tan �2 �1� �(k + l � r)�!2 �� 2itan �2 (1� �l) k+l�1Ym=k+1 tan �2 �1 + �(k � r)�tan �2 �1� �(k + l � r)� :Durch Ausschreiben kann leicht gesehen werden, da� das letzte Produkt gerade 1 ergibt.Unter Verwendung von tan(�2 ��) = � cot� = � 1tan� hat man daher nach Sortierung derTerme _Rblbk ;bk+l = 2itan ��2 (k + l) tan2 ��2 (k + l � 1) � � � tan2 ��2 (l + 1) tan ��2 ltan ��2 k tan2 ��2 (k � 1) � � � tan2 ��2 :Ist k � l kommt man mitM = l; M = k direkt zu Gleichung (3.10). Andernfalls k�urzensich einige Terme, woraufhin man mit M = k; M = l ebenfalls zu (3.10) gelangt.Im eben genannten Lemma wurde implizit ein Fusionsproze� bl = (bk+lbk) postuliert,der sich sp�ater als f�ur die Lokalit�at des Sinus-Gordon-Modells notwendig herausstellenwird, jedoch in der Literatur bisher noch nicht diskutiert worden ist. Die Konsistenzdieses Prozesses mit dem Bootstrap-Bild wird in Anhang C bewiesen.Den Abschlu� dieses Kapitels bildet derSatz 7 (Konsistenz des Bootstrap-Bildes f�ur das Sinus-Gordon-Modell).Das Sinus-Gordon-Modell ist f�ur die oben de�nierten S-Matrizen und die Intertwineraus Tabelle 3.4 konsistent mit dem Bootstrap-Bild, d.h. die Gleichungen (1.12), (1.13)und (1.14) sind erf�ullt.Beweis. F�ur Prozesse an denen aussschlie�lich Breather beteiligt sind, ist die Aussage wiebeim Z(N)-ising-Modell fast trivial. Interessanter wird es, wenn Solitonen oder Antisoli-tonen beteiligt sind. Nach Tabelle 3.4 gilt aber auch hier��sse �es�s = ��ss+�+s�s + ��ss���s�s = 1 �s�se �es�s = �s�s+�+s�s + �s�s���s�s = 0�s�se �e�ss = �s�s+�+�ss + �s�s����ss = 1 ��sse �e�ss = ��ss+�+�ss + ��ss����ss = 0:



3.3. DAS SINUS-GORDON-MODELL 69Alle anderen Vollst�andigkeitsrelationen (1.12) kann man sofort aus der Tabelle ablesen.Nimmt man die Ergebnisse von Lemma 6 zu Hilfe, kann schnell gezeigt werden, da�mit � = (�1)k folgtiResbk _S�sss�s(�) = ��ss� iResbk _S���s�s = ��ssbk�bks�s iResbk _Ss�ss�s(�) = �s�s� iResbk _S���s�s = �s�sbk�bks�siResbk _Ss�s�ss(�) = �s�s� iResbk _S����ss = �s�sbk�bk�ss iResbk _S�ss�ss(�) = ��ss� iResbk _S����ss = ��ssbk�bk�ss :F�ur Prozesse an denen sowohl Breather wie auch Solitonen oder Antisolitonen beteiligtsind, erf�ullen die erweiterten Intertwiner ebenfalls Gleichung (1.13). Auf das expliziteHinschreiben wollen wir an dieser Stelle verzichten. Die Relationen (1.14) lassen sichebenfalls leicht an Tabelle 3.4 ablesen, wenn man Lemma 6 ber�ucksichtigt.
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Kapitel 4Formfaktoren und Lokalit�at
4.1 Einleitende Bemerkungen zur ThematikF. A. Smirnov hat in seinem Buch [16] f�ur bosonische Felder gezeigt, da� man ausgehendvon den S-Matrix- und Formfaktoraxiomen in den De�nitionen 1 bzw. 2 die Lokalit�atder Felder zur�uckerh�alt, sofern keine gebundenen Zust�ande vorliegen. Dies wird dadurchausgedr�uckt, da� beliebige Matrixelemente des Kommutators [O1(x);O2(y)] f�ur raumar-tigen Abstand x�y verschwinden. An einigen Stellen verwendet Smirnov jedoch Formeln,die gewisse Vorzeichen enthalten, die nicht richtig sein k�onnen. In Kapitel 2 sind bereitsdie Rekursionsbeziehungen (2.13) hergeleitet worden, mit deren Hilfe in diesem Kapiteleine korrigierte allgemeine Crossing-Formel bewiesen wird, die zudem mit der ebenfalls inKapitel 2 �uber die Zamolodchikov-Algebra gewonnenen Gleichung (2.32) �ubereinstimmt.Bei meinen Untersuchungen stellte sich heraus, da� mit diesen neuen Formeln der Beweisvon Smirnov ohne sonstige �Anderungen weiter verwendet werden kann. Wo die Fehler imBuch von Smirnov genau liegen und wie sie in seiner Nomenklatur zu beheben sind, istGegenstand des Anhangs D.1.Im ersten Teil dieses Kapitels wird eine korrigierte Version des Beweises von Smirnovvorgestellt. Dies erfolgt in einer Nomenklatur, die nat�urlicher und damit verst�andlicherist als die urspr�ungliche. Dabei werden auch graphische Methoden verwendet, die eine�ubersichtliche Deutung der Gleichungen erlauben und einem ein Gef�uhl f�ur die einzel-nen Schritte vermitteln, in denen zum Teil mit au�erordentlich un�ubersichtlichen kom-binatorischen Ausdr�ucken gearbeitet wird. Der zweite Teil dieses Kapitels enth�alt dasHauptergebnis der vorliegenden Arbeit. Es wird gezeigt, da� sich der oben genannte Be-weis auf Modelle erweitern l�a�t, in denen gebundene Zust�ande auftreten. Aus meinenUntersuchungen zu dieser Thematik resultierten die in bezug auf Phasenkonventionenund eine m�ogliche graphische Interpretation optimierten S-Matrix- und Formfaktorglei-chungen (1.19) bzw. (2.20), die gebundene Zust�ande beschreiben. Au�erdem wurde imSinus-Gordon-Modell ein in der Literatur bislang noch nicht diskutierter Fusionsproze�entdeckt (vgl. Kapitel 3).4.2 Einf�uhrung einer kompakten NomenklaturIn den kommenden Abschnitten treten komplizierte kombinatorische Ausdr�ucke auf, diesich nur dann einigerma�en handhaben lassen, wenn man sie in (geordneten) Mengen71



72 KAPITEL 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATzusammenfa�t.Seien n Teilchen durch (�1; �1); � � � ; (�n; �n) charakterisiert. Dabei steht � wie bisherf�ur die Rapidit�aten und � f�ur die inneren Freiheitsgrade. Wir fassen diese Quantenzahlenzu einer Menge zusammen, deren Bezeichnung m�oglichst dem Namen der Rapidit�atenentlehnt sein soll. In diesem Fall haben wir alsoA = f(�1; �1); � � � ; (�n; �n)g:Wichtig ist, da� diese Menge als geordnet angesehen werden soll. Diese Ordnung hatjedoch a priori nichts mit der Gr�o�e der Rapidit�aten zu tun!Im n�achsten Schritt de�nieren wir Mengen, die nach aufsteigenden bzw. absteigendenRapidit�aten geordnet sind. Sei A = f(�1; �1); � � � ; (�n; �n)g wie oben und � 2 S(n) einePermutation mit ��(1) � ��(2) � � � � � ��(n). Dann setzen wir �A = f(��(n); ��(n)); � � � ; (��(2); ��(2)); (��(1); ��(1))g�!A = f(��(1); ��(1)); (��(2); ��(2)); � � � ; (��(n); ��(n))g:Die Vorstellung dabei ist, da� �!A aus  �A durch eine Art "Konjugationsproze�\ entsteht,bei dem die Reihenfolge bekanntlich auch vertauscht wird. Diese Nomenklatur wurde vonSmirnov eingef�uhrt und erweist sich als hilfreich, um die komplizierten kombinatorischenAusdr�ucke, die sp�ater auftreten werden, einfacher handhaben zu k�onnen.Die Vereinigung zweier Mengen A = f(�1; �1); � � � ; (�n; �n)g und B =f(�1; �1); � � � ; (�m; �m)g schreiben wir alsA [ B = f(�1; �1); � � � ; (�n; �n); (�1; �1); � � � ; (�m; �m)g:Das "[\-Zeichen steht nicht f�ur die normale mengentheoretische Vereinigung, sondernber�ucksichtigt, da� wir mit geordneten Mengen arbeiten. Im allgemeinen gilt daher A [B 6= B [ A und auch die Ausdr�ucke  ���A [ B und  �A [  �B m�ussen strikt unterschiedenwerden.Zu einer Menge A = f(�1; �1); � � � ; (�n; �n)g von Quantenzahlen de�nieren wir den(rapidit�atsgeordneten) ZustandjAi = j(�1; �1); � � � ; (�n; �n)iund den dualen Zustand hAT j = h(�n; �n); � � � ; (�1; �1)j:Dabei ist AT = f(�n; �n); � � � ; (�1; �1)g. Mit dieser Nomenklatur gilt �A T = �!A und umge-kehrt. O�enbar ist j �A i ein in-Zustand und j�!A i ein out-Zustand. Die graphische Notation
�n�2�1 � � � �n�2�1=AjAi = �1 �2 �n� � � �n�2�1=AhAT j =wird in Zukunft n�utzlich sein. Der Gesamtimpuls des Zustandes jAi ist der VektorP (A) = X(�;�)2Am�� ch (�)sh (�) � :



4.2. EINF�UHRUNG EINER KOMPAKTEN NOMENKLATUR 73Er hat o�ensichtlich die EigenschaftenP (A [B) = P (A) + P (C) und P ( �A ) = P (�!A ) = P (A):Nach diesen Vorarbeiten k�onnen wir zu den De�nitionen von S-Matrizen und Form-faktoren kommen. Die Mengen A [ B und C [ D m�ogen (in beliebiger Ordnung) diegleichen Rapidit�aten enthalten. Der Ausdruck_S(C [DjA [B)soll das Produkt von Zweiteilchen-S-Matrizen darstellen, das den Zustand jA[Bi in jC[Di �uberf�uhrt. Dabei k�onnen Teilchenumwandlungen statt�nden. Wegen der Yang-Baxter-Gleichung ist die konkrete Darstellung nicht eindeutig. Hier interessiert jedoch auch vielweniger die konkrete Form als vielmehr die graphische Interpretation, die durchDC BA_S(C [DjA [B)gegeben ist. Es mag am Anfang etwas verwirrend sein, da� eine ganze Menge von Rapi-dit�aten mit einer einzigen Linie dargestellt wird. Dies ist jedoch zweckm�a�ig, da man essp�ater mit sehr vielen dieser Linien zu tun haben wird und die Diagramme so einigerma�en�ubersichtlich bleiben.Um diese De�nition zu veranschaulichen, betrachten wir das Beispiel A = f�1; �2g,B = f�3; �4; �5g, C = f�1; �4; �2g und D = f�5; �3g. In diesem konkreten Fall erhaltenwir die Darstellung z }| {z }| {
| {z }|{z}

DC
BA
�5 �5�4 �4 �3�3�2�2�1�1 LLLLLeeeee ����������=DC

BA_S(C [DjA [B) :Ein weiteres Beispiel ist in der Abbildung
� � � � � �� � �� � � �n�1 �m z}|{z}|{

|{z}|{z}
AB

BA �m�1�n �1�1 eeeeeeeeee ,,,,,,,,,,,,=AB
BA_S(B [ AjA [B)

zu sehen.Die oben angef�uhrte Konvention wird in nat�urlicher Weise erweitert, um f�ur MengenA1 [ � � � [ An und B1 [ � � � [Bm, die die gleichen Rapidit�aten enthalten, den Operator_S(B1 [ � � � [ BmjA1 [ � � � [ An)



74 KAPITEL 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATzu de�nieren. Zerlegt man alle Mengen in einelementige Mengen und schreibt diesen Aus-druck mit Hilfe von Zweiteilchen-S-Matrizen kommt man zum urspr�unglichen Bild. Es istklar, da� eine derartige Schreibweise nur verwendet werden kann, da das Modell integra-bel ist und somit u.a. auch die Unitarit�at (1.15) und die Yang-Baxter-Gleichung (1.17)erf�ullt. Da an die Linien meistens Rapidit�atenmengen geschrieben werden, wollen wir inZukunft die Angabe der konkreten S-Matrix in dem Kasten unterlassen.Formfaktoren werden wie schon zuvor formal interpretiert als Matrixelemente eineslokalen Operators mit rapidit�atsgeordneten Zust�anden. Setze dazuf(BjA) = hBT jO(0)jAi = f(�1; � � � ; �mj�1; � � � ; �n):und verwende die graphische Notation
ABO(x)�� ��=hBT jO(x)jAi ABf�� ��=f(BjA) :Die Crossingrelationen in Abschnitt 2.2.2 haben gezeigt, da� diese Objekte nicht analy-tisch sind, wenn zwei oder mehr Rapidit�aten auf der linken und rechten Seite �uberein-stimmen, d.h. f�ur A \ B 6= ;. Bei Gleichheit von Rapidit�aten oben und unten treten dieFormfaktoren in den Crossing-Relationen (2.13) als Randwerte von analytischen Funktio-nen mit geeigneter �i0-Beschreibung auf. Die Crossing-Relationen f�ur A \ B 6= ; lautenin dieser Notationf(BjA) = C(B)f(BT + i� � i0; A) = f(A;BT � i� + i0)C(BT � i�)bzw. graphisch B + i0A f�� ��=AB � i0f�� ��=ABf�� �� :Die Ladungskonjugationsmatrizen haben dabei die graphische Darstellung�n �1 + i�� � �� � ��1=AT + i�A=C(A) :Zus�atzlich zu den oben angef�uhrten De�nitionen ben�otigt man eine verallgemeiner-te �-Funktion. F�ur beliebige Mengen von Quantenzahlen A = f(�1; �1); � � � g und B =f(�1; �1); � � � g setze �(BjA) = I(BjA) jAjYi=1�4��(�i � �i)�:Dabei ist I(BjA) der Operator, der die mit den Teilchen aus A bzw. B verbundenenR�aume identi�ziert, d.h. in KomponentenI(BjA)�1����jBj�1����jAj = �jBjjAj jAjYi=1 ��i�i :



4.3. VORBEREITUNGEN F�UR DEN BEWEIS 75Beide Konstrukte sind nur von 0 verschieden, falls die Mengen A und B die gleiche Zahlvon Elementen enthalten. Der graphischen Notation�1 �2 �jBj�jAj�2�1�1 �2 �jAj�jAj�2�1 � � �=AB=�(BjA)entsprechend werden durchgezogene Linien als �-Funktion interpretiert.Das Symbol R dC ist f�ur n = jCj de�niert �uberZ dC = 1n! X�1;��� ;�n Z d
14� � � �Z d
n4� :Sind zwei Formfaktoren durch Linien miteinander verbunden, so wird �uber alle M�oglich-keiten der Zwischenzust�ande summiert, d.h. �uber Rapidit�aten integriert und �uber Teil-chenzahl sowie Quantenzahlen summiert. Demnach gilt z.B.P1jCj=0 R dCf1(C)C(C)f2(CT + i�):=CT + i�C f2f1 �� ���� ��Die Summe �uber die Teilchenzahl und gebenenfalls auch �uber einzelne oder alle Quanten-zahlen entf�allt, wenn diese explizit angegeben werden.4.3 Vorbereitungen f�ur den BeweisBevor wir zum Beweis des Kommutativit�atstheorems kommen k�onnen, ist es erst einmalnotwendig, gewisse Beziehungen aus Kapitel 2 in die neue Sprache zu �ubersetzen undau�erdem noch zu verallgemeinern. Das erste Lemma h�alt noch einmal die Beziehun-gen (2.13) in der neuen Schreibweise fest.Lemma 8 (Einteilchen-Crossing). F�ur reelle Rapidit�atenmengen �;A;B mit j�j = 1gelten die beiden Crossing-Relationenf(� [ BjA) = XA=A1[A2�(�jA1)f(BjA2) _S(A1 [ A2jA) +C(�)f(Bj� + i� � i0 [ A)= XA=A1[A2 _S(� [ BjB [ �)f(BjA1)�(�jA2) _S(A1 [ A2jA) (4.1)+ _S(� [ BjB [ �)f(BjA [ � � i� + i0)C(� � i�):Graphisch lautet diese Beziehung
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76 KAPITEL 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATBeweis. Das sind einfach die Beziehungen (2.13) in der neuen Notation, wobei f�ur dasrechte Gleichheitszeichen die Watsongleichung (2.17) verwendet wurde.Eine erste Verbindung von physikalischen Matrixelementen und Formfaktoren wirdhergestellt durch denSatz 9 ("Rechts\-Crossing).Seien A und B beliebige Mengen von Rapidit�aten (und den dazugeh�origen inneren Quan-tenzahlen). Dann gilth�!B jO(0)j �A i = f( �B j �A )= XA=A1[A2B=B1[B2 _S( �����B1 [ B2j �B1[ �B2)f( �A1[�!B1�i�+i0)C(�!B1�i�)�( �B2j �A2) _S( �A1[ �A2j �����A1 [ A2):Die dazugeh�orige graphische Interpretation ist
O(0) f
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1A A2

B2
B+i01

= .Man vergleiche diese Formel mit dem Ergebnis aus Abschnitt 2.4.5.Beweis. Mit Hilfe von Lemma 8 werden wir statt der eigentlichen Behauptung f�ur festesB = B1 [ B2 per Induktion nach jB1j die Relationf( �B1 [ �B2j �A ) = XA=A1[A2B1=C1[C2 _S( �B1 [ �B2j �B2 [ �C2 [ �C1)�� f( �B2j �A2 [ �!C2 � i� + i0)C(�!C2 � i�)�( �C1j �A1) _S( �A2 [ �A1j �A )mit der anschaulichen Interpretation
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beweisen, aus der dann die Behauptung folgt, wenn B2 = ; bzw. jB1j = jBj gesetztwird. Im Falle jB1j = 1 besagt die Formel nichts anderes als die in Lemma 8 angegebene.Damit haben wir den Induktionsanfang. Das Ziel ist, ein Teilchen aus der Menge B1herauszul�osen und der Menge B2 zuzuf�uhren, wobei sich diese Aussage auf die Bedeutung



4.3. VORBEREITUNGEN F�UR DEN BEWEIS 77der beiden Mengen in der angegebenen Formel bezieht. Nach Induktionsvoraussetzunggiltf( �B1 [ � [ �B2j �A ) = XA=A1[A2B1=C1[C2 _S( �B1 [ � [ �B2j� [ �B2 [ �C2 [ �C1)�� f(� [ �B2j �A2 [ �!C2 � i� + i0)C(�!C2 � i�)�( �C1j �A1) _S( �A2 [ �A1j �A )bzw. graphisch
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= .Nach Anwendung von (4.1) in der Form1f(� [ �B2j �A2 [ �!C2 � i� + i0) = _S(� [ �B2j �B2 [ �)f( �B2j �A2 [ �!C2 � i� + i0 [ � � i� + i0)+ XA2=D1[D2 _S(�[ �B2j �B2[�)f( �B2j �D1[�!C2�i�+i0)�(�j �D2) _S( �D1[�!C2�i�[ �D2j �A2[�!C2�i�)oder graphisch
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erh�alt man wegen Unitarit�at (1.15) und Yang-Baxter-Gleichung (1.17)f( �B1 [ � [ �B2j �A ) = XA=D1[D2[A1B1=C1[C2 _S( �B1 [ � [ �B2j �B2 [ �C2 [ � [ �C1)�� f( �B2j �D1 [ �!C2 � i� + i0)C(�!C2 � i�)�(� [ �C1j �D2 [ �A1) _S( �D1 [ �D2 [ �A1j �A ) ++ XA=D1[;[A1B1=C1[C2 _S( �B1 [ � [ �B2j �B2 [ �C2 [ � [ �C1)�� f( �B2j �D1 [ �!C2 � i� + i0 [ � � i� + i0)C(�!C2 � i� [ � � i�)�( �C1j �A1) _S( �D1 [ �A1j �A )1Man beachte, da� � und C2 zusammen keine singul�aren Beitr�age bilden k�onnen.



78 KAPITEL 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATmit der Darstellung
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= + .Die Ausdr�ucke lassen sich leicht zusammenfassen und ergeben die Behauptung.Das n�achste Lemma beinhaltet eine analoge zweite Darstellung von physikalischenMatrixelementen durch Formfaktoren.Satz 10 ("Links\-Crossing).Seien A und B beliebige Mengen von Rapidit�aten (und den dazugeh�origen inneren Quan-tenzahlen). Dann ist die in Satz 9 angegebene Darstellung �aquivalent zuh�!B jO(0)j �A i= XA=A1[A2B=B1[B2 _S( �����B1 [ B2j �B2 [ �B1)�( �B2j �A2)C( �B1)f(�!B1+ i�� i0[ �A1) _S( �A2 [ �A1j �����A1 [ A2):Graphisch bedeutet dies
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= .Beweis. Der Beweis von "Links\-Crossing ist v�ollig analog zu dem von "Rechts\-Crossing(Lemma 9), wobei wieder Lemma 8 verwendet werden mu�.Das folgende Lemma ist der zentrale Teil im Beweis des Kommutativit�atstheorems f�urModelle ohne gebundene Zust�ande. F�ur Matrixelemente von Produkten von Operatorenwerden zwei qualitativ verschiedene Darstellungen hergeleitet, die eine derart aufeinan-der abgestimmte Polstruktur aufweisen, da� der eigentliche Beweis der Lokalit�at nachhereigentlich trivial wird.



4.3. VORBEREITUNGEN F�UR DEN BEWEIS 79Lemma 11 (Feldproduktdarstellungen).Das Matrixelement eines Produkts von Operatoren l�a�t sich folgenderma�en ausdr�ucken:h�!B jO1(x)O2(y)j �A i = XA=A1[A2[A3B=B1[B2[B3 1XjCj=0Z dC _S( ���������B1 [ B2 [ B3j �B1 [ �B3 [ �B2)f1( �A2 [ �C [ �!B1 � i� + i0)C(�!B1 � i�)�( �B3j �A3) _S( �C [ �A3j �A3 [ �C )C( �C [ �B2)f2(�!B2 + i� � i0 [ �!C + i� � i0 [ �A1)_S( �A2 [ �A3 [ �A1j ���������A1 [ A2 [ A3)e+iP (B1)x�iP (A2)x�iP (C)(x�y)+iP (B2)y�iP (A1)yh�!B jO2(y)O1(x)j �A i = XA=A1[A2[A3B=B1[B2[B3 1XjCj=0Z dC _S( ���������B1 [ B2 [ B3j �B1 [ �B3 [ �B2)C( �B2)f2(�!B2 + i� � i0 [ �C [ �A1)�( �B3j �A3) _S( �A3 [ �C j �C [ �A3)f1( �A2 [ �!C � i� + i0 [ �!B1 � i� + i0)C(�!C � i� [ �!B1 � i�)_S( �A2 [ �A3 [ �A1j ���������A1 [ A2 [ A3)e+iP (B1)x�iP (A2)x+iP (C)(x�y)+iP (B2)y�iP (A1)y:Die Diagramme zu den Formeln sind in den Beweisen angegeben. Man beachte, da� die bei-den Darstellungen nicht durch die Ersetzungen x$ y, f1 $ f2 auseinander hervorgehen,also qualitativ verschieden sind. Die Unterschiede liegen zum einen in der unterschiedli-chen Stellung der beiden f und deren jeweiligen Argumenten und zum anderen in demVorzeichen der Impulse P (C) und in der S-Matrix zwischen den beiden Formfaktoren.Weiter h�angen beide rechten Seiten nur von x � y ab, wenn man die Gleichungen miteiP (A)x�iP (B)y multipliziert.Beweis. Der Beweis orientiert sich an der graphischen Darstellung, die auf der n�achstenSeite zu �nden ist, und nimmt in den verwendeten Begri�en auf sie bezug.1. Der erste Schritt besteht darin, ein vollst�andiges Orthonormalsystem von in-Zust�anden einzuschieben und die Formel O(x) = eip̂xO(0)e�ip̂x f�ur die Translationeines Operators zu verwenden:T := h�!B jO1(x)O2(y)j �A i = 1XjDj=0Z dDh�!B jO1(x)j �D ih�!D jO2(y)j �A i = 1XjDj=0Z dD1XjF j=0Z dF h�!B jO1(0)j �F i�( �F j �D )h�!D jO2(0)j �A ie+iP (B)x�iP (F )x+iP (D)y�iP (A)y:Die S�atze 9 und 10 erlauben o�ensichtlich mehrere M�oglichkeiten fortzufahren.Hier soll Satz 9 verwendet werden, um h�!B jO1(0)j �F i mit Hilfe von Formfaktorenauszudr�ucken, und Satz 10 entsprechend f�ur h�!D jO2(0)j �A i. Damit folgtT = 1XjDj;jF j=0Z dDdF XA=A1[A4B=B1[B4D=D1[D4F=F1[F4 _S( �����B1 [ B4j �B1 [ �B4)f1( �F1 [�!B1� i�+ i0)C(�!B1� i�)�( �B4j �F4) _S( �F1 [ �F4j ����F1 [ F4)�( ����F1 [ F4j �����D1 [D4) _S( �����D1 [D4j �D4 [ �D1)�( �D4j �A4)C( �D1)f2(�!D1 + i� � i0 [ �A1) _S( �A4 [ �A1j �����A1 [ A4)e+iP (B1)x�iP (F1)x+iP (D1)y�iP (A1)y:



80 KAPITEL 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATDurch die "Mittelebene\ �( ����F1 [ F4j �����D1 [D4) laufen vier Bestandteile(a) Von A bis B durchgehende Linien sollen mit A3 = B3 bezeichnet werden.(b) Linien von A nach f1 hei�en im folgenden A2.(c) Linien von f2 nach B nennen wir B2.(d) Linien von f2 nach f1 werden C genannt.Damit gilt o�enbar A4 = D4 = A2 [ A3, B4 = F4 = B2 [ B3, D1 = C [ B2 undF1 = C [ A2. Wir erhalten daherT = XA=A1[A2[A3B=B1[B2[B3 1XjCj=0Z dC _S( ���������B1 [B2 [B3j �B1 [ �����B2 [B3)f1( ����C [ A2 [ �!B1 � i� + i0)C(�!B1 � i�) _S( ����C [ A2 [ �����B2 [B3j ������������C [ A2 [B2 [ B3)�(B3jA3) _S( ������������C [ A2 [B2 [ B3j �����A2 [ A3[ ����C [B2)C( ����C [B2)f2(����!C [ B2+i��i0[ �A1)_S( �����A2 [ A3 [ �A1j ���������A1 [ A2 [ A3)e+iP (B1)x�iP (C[A2)x+iP (C[B2)y�iP (A1)y:Wendet man Formfaktoraxiom (2.17) an, um  ����C [ A2 in  �A2 [  �C zu trennen und����!C [ B2 in �!C [�!B2, und fa�t dann alle S-Matrizen soweit wie m�oglich zusammen, soergibt sichT = XA=A1[A2[A3B=B1[B2[B3 1XjCj=0Z dC _S( ���������B1 [B2 [B3j �B1 [ �B3 [ �B2)f1( �A2 [ �C [ �!B1 � i� + i0)C(�!B1 � i�)�(B3jA3) _S( �C [ �A3j �A3 [ �C )C( �C [ �B2)f2(�!B2 + i� � i0 [ �!C + i� � i0 [ �A1)_S( �A2 [ �A3 [ �A1j ���������A1 [ A2 [ A3)e+iP (B1)x�P (A2)x�iP (C)(x�y)+iP (B2)y�P (A1)y:In der folgenden Graphik ist der Beweis noch einmal zusammengefa�t:
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:2. Der zweite Teil des Beweises verl�auft analog, nur da� diesmal Satz 9 verwendetwird, um h�!D jO1(0)j �A i mit Hilfe von Formfaktoren auszudr�ucken, und Satz 10 f�urh�!B jO2(0)j �F i. Auf die Formeln soll hier deswegen verzichtet werden. Graphischverl�auft der Beweis wie folgt:
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82 Kapitel 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�AT4.4 Das Kommutativit�atstheorem f�ur Modelle ohnegebundene Zust�andeNach den Vorbereitungen des letzten Abschnitts werden wir uns nun dem ersten Haupt-ergebnis zuwenden, das dann in sp�ateren Abschnitten auf Modelle mit gebundenenZust�anden erweitert werden wird.Theorem 12 (Kommutativit�atstheorem). Seien O1(x) und O2(y) lokale bosonischeFelder, deren Formfaktoren die Formfaktoraxiome aus Satz 2 erf�ullen. Das betrachteteModell weise ferner keine gebundenen Zust�ande auf. Dann verhalten sich die Felder kausal,d.h. f�ur x� y raumartig gilt (im schwachen Sinn, d.h. f�ur alle Matrixelemente)[O1(x);O2(y)] = 0 (4.2)Beweis. Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit soll y = 0 und desweiteren x0 = 0 ange-nommen werden. Dies ist (nur) m�oglich, da x und y raumartigen Abstand haben. Es istdann noch notwendig, zwischen positiven und negativen Werten von x1 zu unterscheiden.Zuerst soll jedoch das generelle Vorgehen verdeutlicht werden. Wir werden nicht (4.2)zeigen, sondern nur, da� beliebige Matrixelemente der linken Seite verschwinden. Dazugehen wir von den in Lemma 11 angegebenen Formeln aus und schreibenh�!B j[O1(x)O2(y)]j �A i = XA=A1[A2[A3B=B1[B2[B3 1XjCj=0Z dC _S( ���������B1 [ B2 [B3j �B1 [ �B3 [ �B2)�( �B3j �A3)hf1( �A2 [ �C [ �!B1 � i� + i0)C(�!B1 � i�) _S( �C [ �A3j �A3 [ �C )C( �C [ �B2)f2(�!C + i� � i0 [ �!B2 + i� � i0 [ �A1)e�iP (C)(x�y)�C( �B2)f2(�!B2 + i� � i0 [ �C [ �A1) _S( �A3 [ �C j �C [ �A3)f1( �A2 [ �!C � i� + i0 [ �!B1 � i� + i0)C(�!C � i� [ �!B1)e+iP (C)(x�y)i_S( �A2 [ �A3 [ �A1j ���������A1 [ A2 [ A3)e+iP (B1)x�iP (A2)x+iP (B2)y�iP (A1)y:In der nachfolgenden Graphik ist die Gleichung dargestellt, die zu �uberpr�ufen ist:
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4.4. LOKALIT�AT F�UR MODELLE OHNE GEBUNDENE ZUST�ANDE 83Ausgeschrieben bedeutet diesZ dCf1( �A2 [ �C [ �!B1 � i� + i0)C(�!B1 � i�) _S( �C [ �A3j �A3 [ �C )C( �B2 [ �C )f2(�!B2 + i� [ �!C + i� [ �A1 + i0)e�iP (C)(x�y)= Z dCC( �B2)f2(�!B2 + i� � i0 [ �C [ �A1) _S( �A3 [ �C j �C [ �A3)f1( �A2 � i0 [ �!C � i� [ �!B1 � i�)C(�!C � i� [ �!B1 � i�)e+iP (C)(x�y): (4.3)Wegen P (C�i�)=�P (C) und der Argumente der Formfaktoren liegt die Vermutung nahe,da� versucht werden sollte, f�ur den ersten Summanden den Integrationsweg entsprechendC ! C � i� zu verschieben. Das er�o�net dann auch M�oglichkeiten, die Axiome �uber dieanalytischen Fortsetzungen von S-Matrizen und Formfaktoren { die Crossing-Relationen{ anzuwenden.Wir wollen annehmen, da� sich die Formfaktorfunktionen und S-Matrizen f�ur gro�eWerte im zu betrachtenden Bereich von C gen�ugend gutartig verhalten, so da� das Kon-vergenzverhalten der Integrale ausschlie�lich von den Faktoren e�iP (C)(x�y) abh�angt.1. x1 < 0:Mit dieser speziellen Wahl von x1 gilt�P (C)(x� y) = � X(
;�)2Cm�sh (
)x1:Soll C gem�a� C �! C � i� ins Komplexe fortgesetzt werden, ist darauf zu ach-ten, da� das Integral konvergent bleibt, d.h. das Argument der Exponentialfunktionsollte f�ur den gesamten Bereich Im C 2 (��; 0) einen negativen Realteil haben.Im Anhang D.2 (Lemma 38) wird explizit gezeigt, da� dies unter den genanntenVoraussetzungen der Fall ist.Die n�achste Frage ist die nach der Polstruktur des Ausgangs- bzw. Zielausdrucks,um die Residuen zu �nden, die ber�ucksichtigt werden m�ussen. Bei der Anwendungdes Residuensatzes wird ferner davon ausgegangen, da� die beiden vertikalen St�ucke,die ben�otigt werden, um den Integrationsweg zu schlie�en, keinen Beitrag liefern.Dies ist gerechtfertigt, wenn der Exponentialfaktor im Impulsbeitrag schneller ver-schwindet als die Formfaktoren und die S-Matrizen anwachsen.F�ur den Fall, da� das Modell keine gebundenen Zust�ande hat2, ist die Polstrukturder linken Seite von (4.3) schematisch3 in der Abbildung
f2(�!B2 + i� [ �!C + i� [ �A1 + i0)f1( �A2 [ �C [ �!B1 � i� + i0)A2 � i� A1B2 � i�B1� � � � � �� � ����

C
�i�0i�2Insbesondere hat also die S-Matrix keine Pole.3Nat�urlich sind die Realteile nicht in der dargestellten Weise geordnet.



84 Kapitel 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATzu sehen. Dies folgt aus der Gleichung (2.19) f�ur die kinematischen Pole der Form-faktoren. Die rechte Seite hat die Polstruktur
f2(�!B2 + i� � i0 [ �C [ �A1).f1( �A2 � i0 [ �!C � i� [ �!B1 � i�)A2 A1 + i�B2B1 + i�� � � � � �� � ����C

�i�0i�Die Vorarbeiten in der unterschiedlichen Darstellung der beiden Feldprodukte habenalso o�ensichtlich dazu gef�uhrt, da� wir den Integrationsweg f�ur die linke Seitevon (4.3) um �i� verschieben k�onnen, ohne irgendwelche Pole ber�ucksichtigen zum�ussen. Das ergibt die Bedingungf1( �A2 � i0 [ �C � i� [ �!B1 � i�)C(�!B1 � i�) _S( �C � i� [ �A3j �A3 [ �C � i�)C( �B2)f2(�!B2 + i� [ �!C + i0 [ �A1 + i0)= �C( �B2)f2(�!B2 + i� � i0 [ �C [ �A1) _S( �A3 [ �C j �C [ �A3)f1( �A2 � i0 [ �!C � i� [ �!B1 � i�)C(�!C � i� [ �!B1 � i�);so da� der Unterschied nur noch in den S-Matrizen und der Reihenfolge der Multipli-kationen liegt. Durch die Crossing-Relation (1.16) der S-Matrix sollte die Beziehungendg�ultig zu best�atigen sein, wie auch die Abbildung
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C-iπnahelegt, die den wesentlichen Teilausschnitt des letzten Diagramms nach der Ver-schiebung darstellt. Tats�achlich ist es unter Ausnutzung der Watsongleichung (2.17)und der Yang-Baxter-Gleichung (1.17) m�oglich, den Pfeil �uber C in den Formfakto-ren und S-Matrizen simultan umzudrehen. Das dazu n�otige Vorgehen ist schematischin � � ��1�2 �
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�	dargestellt. Anschlie�end wird es durch das Einf�ugen von Ladungskonjugations-matrizen an geeigneten Stellen m�oglich, die Crossing-Relation f�ur die S-Matrix zuverwenden, woraus unmittelbar die Behauptung folgt. In der folgenden Abbildungsind diese Schritte noch einmal dargestellt:
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4.5. GEBUNDENE ZUST�ANDE UND LOKALIT�AT 852. x1 > 0:Da die Bedingung genauso gut x1 > y1 oder auch x1 = 0, y1 < 0 hei�en k�onnte undda [O2(y);O1(x)] = �[O1(x);O2(y)], ist dieser Fall kein qualitativ neuer, sondernschon im anderen enthalten.Der Beweis wird komplizierter, wenn gebundene Zust�ande ber�ucksichtigt werdenm�ussen. Diese Problematik ist daher dem n�achsten Abschnitt vorbehalten. Es ist auchm�oglich, einen dem oben angegebenen analogen Beweis mit Hilfe des Ansatzes von Las-hkevish und der Zamolodchikov-Algebra zu f�uhren. F�ur diagonale S-Matrizen ohne Polewurde dies durchgef�uhrt in [39]. Es ist dort allerdings nicht m�oglich, graphische Me-thoden zu verwenden und zum anderen kommt man um die explizite Ber�ucksichtigungder Residuen bei der Verschiebung des Integrationswegs nicht herum, die hier elegantumgangen worden ist. Au�erdem ist meines Wissens nach noch nicht bekannt, ob dieZamolodchikov-Algebra f�ur alle Arten von S-Matrizen, also insbesondere auch nichtdia-gonale, eine konsistente Darstellung in einem physikalischen Raum besitzt.4.5 Gebundene Zust�ande und Lokalit�at4.5.1 Darstellung der �Uberlegungen am einfachen BeispielDas Ziel des Restes dieses Kapitels ist, den Beweis der Lokalit�at auf Modelle zu erweitern,die gebundene Zust�ande aufweisen. Die einzige Annahme, die wir verwenden wollen, istdie G�ultigkeit des Bootstrap-Bildes. Wir werden sehen, da� dies bereits ausreicht, um dieLokalit�at des Modells zu gew�ahrleisten. Insbesondere sind dann das Z(N)-Ising- und dasSinus-Gordon-Modell lokal.In diesem Abschnitt sollen an einfachen Beispielen die Prinzipien vorgestellt werden,mit denen die Pole, die zu gebundenen Zust�anden geh�oren, behandelt werden k�onnen.Die Verallgemeinerung dieser �Uberlegungen ist dann relativ trivial. Zur Erinnerung istim folgenden Diagramm die Polstruktur der Formfaktoren aus der ersten Formel ausLemma 11 gem�a� (2.19) und (2.20) dargestellt, falls das Modell gebundene Zust�andeenth�alt. ��� ��� ��� ������ ��� ������ f2(�!B2 + i� [ �!C + i� [ �A1 + i0).f1( �A2 [ �C [ �!B1 � i� + i0)A2 � i� A1B2 � i�B1 � � � � � �� � ����
C

�i�0i�W�aren die neu auftretenden Pole, die zu gebundenen Zust�anden geh�oren, nicht vorhanden,w�urde man nach dem Resultat des letzten Abschnitts bei der Verschiebung des Integra-tionsweges genau den Ausdruck bekommen, den man haben wollte. Beim �Uberstreichendieser Pole, die auch in den S-Matrizen auftreten, werden Residuen aufgesammelt, die ins-gesamt verschwinden m�ussen, wenn die Lokalit�at gegen�uber dem Modell ohne gebundeneZust�ande weiterhin bestehen soll. Es soll dabei angenommen werden, da� alle einfachenPole zu gebundenen Zust�anden geh�oren.



86 Kapitel 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATHat man es mit einem Vakuum-Vakuum-Matrixelement zu tun, so ist dieses gleich1Xn=0 1n! X�1;��� ;�n Z d
14� � � � d
n4� [f1(
1; � � � ; 
n)]�1����n [f2(
n+i�; � � � ; 
1+i�)]��n�����1e�iPj P (
j)(x�y):In graphischer Schreibweise bedeutet dies
(
1; �1) � � �� � � � e�iPj P (
j)(x�y)(
1 + i�; ��1)(
n; �n) f2�� ��f1�� �� :Verschiebt man die 
's simultan um �i�, wird kein Pol �uberstrichen, da die Di�erenzder einzelnen 
's immer kleiner als alle m�oglichen Bindungswinkel bleibt. Simultan hei�tdabei, erst 
1 um einen endlichen Betrag, dessen Imagin�arteil kleiner ist als der des klein-sten im Modell auftretenden Bindungswinkels, in der C -Ebene nach unten zu verschieben,wobei nach Wahl der Verschiebung noch kein Pol �uberstrichen wird, und dies anschlie-�end auch hintereinander f�ur 
2; � � � zu tun. Am Ende dieses Verschiebungsschrittes habenalle 
's untereinander den gleichen Wert, so da� wieder ohne Gefahr alle nacheinanderum einen endlichen Betrag verschoben werden k�onnen. Nach einer endlichen Zahl dieserSchritte sind alle 
's um �i� verschoben wurden, ohne das Residuum eines Pols ber�uck-sichtigen zu m�ussen. Anschaulich kann man sich nat�urlich auch eine unendliche Folge vonin�nitesimalen Verschiebungschritten der oben genannten Art vorstellen, was die Bezeich-nung simultane Verschiebung sicher besser tri�t.Betrachte nun den Spezialfall eines einzelnen �au�eren Teilchens im Ket-Zustand. NachLemma 11 hat das Matrixelement dann zwei Gruppen von topologisch verschiedenenGraphen in der Summe: Eine Gruppe, bei der das �au�ere Teilchen in den Formfaktor f1einl�auft, und eine, bei der es dies bei f2 tut. Betrachte f�ur festes n einen Graphen(
n; �n) � � � � e�iP (
1)(x�y)(
1 + i�; ��1)(
1; �1)(�; �) f2�� ��f1�� ��

vom ersten Typ bzw. in Formeln1n! X�1����n Z d
14� � � � d
n4� [f1(�; 
1; � � � ; 
n)]��1����n[f2(
n + i�; � � � ; 
1 + i�)]��n�����1e�iPj P (
j)(x�y):Da die Rapidit�at � fest vorgegeben ist, wird man nun bei der Verschiebung derIntegrationswege der 
's Pole �uberstreichen, die zu gebundenen Zust�anden geh�oren.Die verschiedenen auftretenden Bindungswinkel seien mit �j bezeichnet, wobei j�1j <j�2j < � � � erf�ullt sei. F�ur das oben betrachtete feste � sei weiter4 BLj = f(�� !4Das L steht f�ur links, da � in diesen Fusionsprozessen links steht und wir sp�ater auch noch solchebetrachten werden, bei denen � rechts steht.



4.5. GEBUNDENE ZUST�ANDE UND LOKALIT�AT 87b)j�j Bindungswinkel f�ur die Fusion b = (��)g. In einfachen Modellen werden diese Men-gen nur aus einem Element bestehen, dies soll jedoch nicht vorausgesetzt werden.Das Vorgehen ist das gleiche wie zuvor. Die 
's werden simultan verschoben, bisman an die N�ahe des ersten Poles � � 
1 = �1 gelangt. Beim �Uberstreichen des Polesmit 
1 erh�alt man einen Residuenbeitrag und ein unver�andertes Integral, bei dem der 
1-Integrationsweg jetzt unterhalb des Poles verl�auft. Im letzteren vertauschen wir mit Hilfeder Regel (2.17) die Rapidit�aten 
1 und 
2 simultan und ziehen dann analog zu ebenauch 
2 �uber den Pol. Setzt man dies f�ur die anderen Rapidit�aten fort, so erh�alt manein Integral, bei dem der Integrationsweg s�amtlicher 
's unterhalb des betrachteten Polesliegt, und n untereinander gleiche Residuenbeitr�age von den verschiedenen 
's.Das kann nacheinander f�ur alle Pole wiederholt werden. Insgesamt entsteht dasgew�unschte Matrixelement, bei dem die Operatoren vertauscht sind (so als ob keine ge-bundenen Zust�ande vorhanden w�aren) und nach (2.20) der Residuen-Beitragip2Xj X(��1!b1)2BLj 1(n� 1)! X�2����n Z d
24� � � � d
n4� [f1(�1; 
2; � � � ; 
n)]b1�2����n�b1��1[f2(
n; � � � ; 
2; �+ i� � �b1��1)]��n�����2��1e�i(P (���b1 )+Pj>1 P (
j))(x�y); (4.4)wobei �1 = ��  1 �uber die Impulserhaltung bestimmt ist (vgl. das Impulsdiagramm aufder folgenden Seite). Das Vorzeichen ergibt sich folgenderma�en: Da der Pol von obennach unten �uberstrichen wird, gibt es den Faktor �1, der dadurch kompensiert wird, da�das 
1, bez�uglich dem das Residuum zu nehmen ist, im Gegensatz zu (2.20) rechts vonseinem Partner steht. Die einzelnen Bestandteile dieser Formel sind schematisch in derAbbildung (
n; �n) � � �� � e�iP (���b1��1 )(x�y)ip2 �(�1; b1) (� + i� � �b1��1 ; ��1)(�� �b1��1 ; �1)(�; �) f2�� ��f1�� ��
dargestellt. Im Diagramm

 1�b1��1 
1
�1

������1










�������� 6

ist der Fusionsproze� noch einmal im (euklidischen) Impulsraum zu sehen (vgl. Ab-schnitt 1.3.7).Der n�achste Schritt besteht darin, wenn m�oglich einen weiteren Graphen zu �nden,der einen Beitrag liefert, der den eben betrachteten gerade kompensiert. O�ensichtlichbleiben uns nur Graphen vom Typ 2, bei dem das �au�ere Teilchen rechts einl�auft. Der



88 Kapitel 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATAusgangspunkt ist dann � � � (
n; �n) � ei[P (�)�P (
2)](x�y)(
1 + i�; ��1)(
1; �1) (�; �)f2�� ��f1�� ��
bzw. in Formeln ausgedr�uckt1n! X�1����n Z d
14� � � � d
n4� [f1(
1; � � � ; 
n)]�1����n[f2(
n + i�; � � � ; 
1 + i�; �)]��n�����1�ei�P (�)�Pj P (
j)�(x�y):Analog zu eben setze BRj = f(�� ! b)j�j Bindungswinkel f�ur die Fusion b = (��)g. DiePole liegen hier jedoch nicht bei den � � 
 = �j wie im oben betrachteten Fall, sondernbei 
+ i��� = �j. Das gleiche Vorgehen wie vorhin liefert neben dem erw�unschten Anteildie Residuen-Beitr�age� ip2Xj X(��2�!b2)2BR2 1(n� 1)! X�2����n Z d
24� � � � d
n4� [f1(� + �b2 � i�; 
2; � � � ; 
n)]�2����n�b2��2�[f2(
n; � � � ; 
2; �2)] ��n�����2b2 ei�P (�)�P (�+�b2��2��i�)�Pj>1 P (
j)�(x�y); (4.5)wobei der Faktor �1 diesmal erhalten bleibt, da die 
's links von ihrem Fusionspartnerstehen. Schematisch entsprechen diese Beitr�age dem Diagramm(
n; �n)� � � � � ei[P (�)�P (�+�b2��2��i�)](x�y)� ip2 � (�2; b2)(�+ �b2��2�; ��2)(� + �b2��2� � i�; �2) (�; �)f2�� ��f1�� �� :Es gelte �2 = � +  2. Dann haben wir im Impulsraum das Bild


(2)1
�2 �b2�b1� 2 









 ������) ��������/

� 6
:



4.5. GEBUNDENE ZUST�ANDE UND LOKALIT�AT 89Nun k�onnen wir uns der Frage zuwenden, ob es irgendwelche Beitr�age gibt, die sichgegenseitig wegheben k�onnen, und welche dies konkret sind. Wir nehmen uns den Beitragzu einem bestimmten Fusionsproze� b1 = (��1) aus der Summe (4.4) heraus. Dem kanno�ensichtlich nur ein Beitrag der Form b2 = (�2�) aus der Summe (4.5) entsprechen unddazu m�ussen folgende Bedingungen erf�ullt sein:1. b1 = �2 und �1 = �� i� + �b2�b1�2. b2 = ��1 und �2 = � + i� + �b1��b2Die Rapidit�atsbedingungen sind �aquivalent zu �b1��b2 +  2 = �b2�b1� +  1 = i�.Unter Ber�ucksichtigung dieser Beziehungen k�onnen die Impulse nun auch in einemeinzigen Diagramm dargestellt werden. Dabei ergibt sich


(2)1
�2 �b2�b1� 2 









 ������) ��������/

 1�b1��b2 
(1)1
�1

������1










�������� 6

:Da die Pole an verschiedenen Stellen auftreten, wurden die 
's mit zus�atzlichen Indi-zes gekennzeichnet. Die �Uberlegungen beweisen, da� es zu jedem Pol einen potentiellen5Gegenpart gibt, da das Bootstrap-Bild ja gerade besagt, da� die Fusionsprozesse aus al-len m�oglichen Richtungen betrachtet werden k�onnen (vgl. (1.20)). Au�erdem ist darausersichtlich, da� die Exponentialfaktoren der Formfaktoren (siehe Lemma 11) in beidenF�allen identisch sind. Notwendige und hinreichende Bedingung daf�ur, da� sich die beidenbetrachteten Beitr�age kompensieren, ist daher die Erf�ullung der Gleichung�b1��b2 = �b1��b2qjRb1��b2 j�b1��b2 = �b2�b1�qjRb2�b1�j�b2�b1� = �b2�b1�; (4.6)die gerade dem Bootstrap-Bild entspricht, da sie die graphische Darstellungb1b2 �� b2 �@@b1� =��besitzt. Was graphisch o�ensichtlich ist, mu� durch eine geeignete Phasenkonvention si-chergestellt sein.5D.h. bis auf einen m�oglichen unterschiedlichen Faktor.



90 Kapitel 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATEine entsprechende �Uberlegung kann durchgef�uhrt werden, falls ein Teilchen (�; �)von oben in den Formfaktor einl�auft. Dort ergibt sich dann die Bedingung�b1�b2�� = �b1�b2��qjRb1�b2��j�b1�b2�� = �b2���b1qjRb2���b1 j�b2���b1 = �b2���b1 :bzw. graphisch b1b2 �� b2����@@b1 �� = :Nach Umbenennung der Teilchen erkennt man, da� das keine neuen Bedingungen sind.Wir fassen das bisherige Ergebnis zusammen in demLemma 13 (Notwendige Bedingung f�ur Lokalit�at aus den zush. Anteilen).Notwendig f�ur die Lokalit�at eines Modells ist die Erf�ullung der Crossing-Beziehung f�urdie Intertwiner, d.h. von Gleichung (1.20) der De�nition 1,���� = ������ = ������f�ur s�amtliche M�oglichkeiten der beteiligten Teilchen.Beweis. Schematisch folgt dies aus den jeweils korrespondierenen Diagrammen���$� � ��� ���� f2�� ��f1�� �� � � � ��� �f2�� ��f1�� ��
und ��� �$� � �� �� �� f2�� ��f1�� �� � � � ��� �f2

�� ��f1�� �� :Dieses schematische Vorgehen ist gerechtfertigt, da bereits vorher gezeigt wurde, da� dieentsprechenden Faktoren, die zus�atzlich bei den Diagrammen stehen, �ubereinstimmen.Wir werden im n�achsten Abschnitt sehen, da� man auch bei komplizierteren Dia-grammen nach Umsortieren der Linien die oben genannten Argumente anbringen kannund da� die oben angef�uhrten Bedingungen f�ur zusammenh�angende Matrixelemente nichtnur notwendig, sondern auch hinreichend ist. Die einzige wirkliche Herausforderung istdas Verstehen der Residuenbeitr�age, die von nichtzusammenh�angenden Termen stammen.Ein Vergleich mit den in den Tabellen 3.2 und 3.4 angegebenen erweiterten Intertwi-nern f�ur Z(N)-Ising- bzw. Sinus-Gordon-Modell ergibt dasLemma 14. Die erweiterten Intertwiner des Z(N)-Ising- und des Sinus-Gordon-Modellsgen�ugen den Bedingungen aus Lemma 13.



4.5. GEBUNDENE ZUST�ANDE UND LOKALIT�AT 914.5.2 Der allgemeine FallBisher wurden noch keine Diagramme mit nichtzusammenh�angenden Anteilen ber�ucksich-tigt, d.h. mit Linien, die von unten nach oben durchlaufen. Da die S-Matrizen Pole besit-zen, die zu gebundenen Zust�anden geh�oren, m�ussen bei der Verschiebung des Integrations-weges auch dort Residuen ber�ucksichtigt werden. Eine genaue Analyse wird ergeben, da�auch diese Beitr�age wegfallen, da die Verallgemeinerung der im vorigen Abschnitt behan-delten Diagramme auf Grund der �i0-Beschreibung versteckte nichtzusammenh�angendeAnteile besitzen. In diesem Abschnitt soll die formale Strenge der Darstellung gegen�uberdem letzten etwas gelockert werden, da sie den Blick auf das Wesentliche verstellen w�urde.Um die Diagramme �ubersichtlich zu gestalten, gehen wir von einem Matrixelementmit zwei Einteilchenzust�anden aus. Die �Uberlegungen �andern sich nicht grunds�atzlich,wenn neben diesen ausgezeichneten Teilchen auch noch andere Teilchen vorhanden sind,wie wir anschlie�end sehen werden. Oben sei ein Zustand h(�; �)j und unten j(�; �)i. Allein der Darstellung (11) (linke Seite) auftretenden, topologisch verschiedenen Diagrammesind6 10(� + i0; �)(�; �) f2�� �
f1�� �
 20(� � i0; �) (�; �)f2�� �
f1�� �
 3(�; �) (�; �)f2�� �
f1�� �
 4(�; �)(�; �) f2�� �
f1�� �
 5(�; �)(�; �) f2�� �
f1�� �
 .Die von unten nach oben durchlaufenden Linien in Diagramm 5 stehen f�ur �-Funktionenin den entsprechenden Rapidit�aten.Wir verschieben jetzt wie zuvor die Rapidit�aten 
i der Zwischenzust�ande, wie imletzten Abschnitt beschrieben. Dabei m�ussen nacheinander alle Residuen der �uberstri-chenen Pole ber�ucksichtigt werden. Wir greifen uns nun einen speziellen Pol heraus undbetrachten die Situation kurz vor der �Uberstreichung dieses einzelnen Poles, also vor derBer�ucksichtigung des entsprechenden Residuenbeitrags.Durch einen Trick ist es m�oglich, noch vor der Berechnung des Residuums die Dia-gramme zum Verschwinden zu bringen, die S-Matrizen enthalten. Dabei treten zwar an-dere nichtzusammenh�angende Diagramme auf, die jedoch bei der Residuumsbildung weg-fallen. Dazu f�uhren wir f�ur die ersten beiden der oben angef�uhrten Diagramme gem�a�1x�i0 = Px � i��(x) [40] explizit die Zerlegung in einen Hauptwert- und einen singul�arenAnteil durch. Im ersten Fall erh�alt man dabei nach (2.19)1(�; �)(�; �) f2�� �
f1�� �
 � 12 5a(�; �)(�; �) f2�� �
f1�� �
 � X1(�; �)(�; �) f2�� �
f1�� �
 !:
6Auf nicht unbedingt notwendige Beschriftungen und die Impulsfunktionen wird aus Platzgr�undenverzichtet. Dies macht nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts keine Probleme.



92 Kapitel 4. FORMFAKTOREN UND LOKALIT�ATAnalog lautet die Zerlegung des zweiten Diagramms2(�; �) (�; �)f2�� �
f1�� �
 + 12 X2 (�; �)(�; �)f2�� �
f1�� �
 � 5b(�; �)(�; �) f2�� �
f1�� �
 !:Hier entsprechen die von unten nach oben durchlaufenden Linien �-Funktionen in den ent-sprechenden Rapidit�aten und das Weglassen der �i0-Beschreibung soll darauf hindeuten,da� es sich bei 1 und 2 um Hauptwerte handelt. Die Summe der Diagramme 5, 5a und 5bverschwindet o�ensichtlich. Man beachte, da� die Diagramme X1 und X2 keinen Pol ander betrachteten Stelle haben. Bei der Berechnung der Residuen gibt es also ausschlie�lichBeitr�age der Diagramme 1, 2, 3 und 4. Nach dem �Uberstreichen des Pols lassen sich dieeinzelnen Diagramme wieder zu ihrer urspr�unglichen Form zusammensetzen, so da� dieSituation die folgende ist: Wir haben die Diagramme 10, 20, 3, 4 und 5, wobei der Inte-grationsweg unterhalb des Poles verl�auft, und Residuenbeitr�age der Diagramme 1, 2, 3und 4. Es mu� betont werden, da� dieses Vorgehen auch m�oglich ist, wenn der Pol einDoppelpol ist oder aus anderen Gr�unden nicht direkt mit einem Fusionsproze� verbundenist. Die Residuenbeitr�age der Formfaktoren verschwinden dann aufgrund der maximalenAnalytizit�at der Formfaktoren, die eine st�arkere Forderung darstellte als die maxima-le Analytizit�at der S-Matrix (vgl. De�nitionen 1 und 2). Das Vorgehen kann f�ur jedeneinzelnen Pol wiederholt werden. Das Ergebnis des letzten Abschnitts war, da� die sichergebenden Residuenbeitr�age sich paarweise wegsummieren, wenn man die Gesamtheit al-ler Residuenbeitr�age von den verschiedenen Polen, die zu gebundenen Zust�anden geh�oren,ber�ucksichtigt. Damit haben wir in diesem speziellen Fall die Lokalit�at des Matrixelementsbewiesen.Eine genaue Analyse zeigt, da� exakt die gleichen �Uberlegungen wie bis hierher ge-schildert ausreichen, um allgemeine Matrixelemente zu behandeln. Im Prinzip hat manes mit den gleichen Diagrammen zu tun, wie oben angegeben, nur da� zus�atzlich in dieeinzelnen Formfaktoren weitere Teilchen einlaufen. Dabei treten im allgemeinen weitereS-Matrizen auf, die die Rapidit�aten sortieren (vgl. die graphischen Darstellungen aus Lem-ma 11). Diese S-Matrizen spielen jedoch f�ur die folgenden �Uberlegungen keine Rolle. NurS-Matrizen, die Rapidit�aten von Zwischenzust�anden beinhalten, sind relevant, da nur siePole besitzen, die bei der Verschiebung des Integrationsweges �uberstrichen werden. Wich-tig f�ur die �Ubertragung der am Anfang des Abschnitts geschilderten Idee ist, da� sie inder komplexen Ebene lokal angewendet wird, d.h. sich jeweils auf einen konkreten, isoliertliegenden Pol bezieht. Wir k�onnen daher die dort beschriebene Zerlegung der Diagrammein einen Hauptwert- und einen singul�aren Anteil genau f�ur die Teilchen vornehmen, mitdenen dieser Pol verbunden ist. Das liegt daran, da� es maximal zwei Teilchen (einesvon oben und eines von unten) gibt, deren Realteil mit dem des Poles �ubereinstimmt.Die Gleichungen aus De�nition 1 sichern, da� sich die zu 5, 5a und 5b analogen Beitr�agegegenseitig wegsummieren. Wir erhalten dann nur Residuenbeitr�age von den Hauptwer-ten der vier verbliebenen Diagramme, da die bei der Zerlegung entstandenen zus�atzlichennichtzusammenh�angenden Anteile an der betrachteten Stelle keinen Pol aufweisen. An-schlie�end kann mit Hilfe der Gleichungen aus De�nition 1 wie in Abschnitt 4.5.1 gezeigtwerden, da� sich die einzelnen Residuenbeitr�age paarweise wegsummieren. Die Bedeu-tung der S-Matrix-Gleichungen aus De�nition 1 liegt dabei darin, da� sich die einzelnen



4.5. GEBUNDENE ZUST�ANDE UND LOKALIT�AT 93Diagramme trotz der zus�atzlichen, in die Formfaktoren einlaufenden Teilchen ineinander�uberf�uhren lassen.Wir fassen dieses Resultat, das Hauptergebnis der vorliegenden Diplomarbeit, zusam-men in demTheorem 15 (Allgemeines Kommutativit�atstheorem).F�ur die Lokalit�at bosonischer Felder ist notwendig und hinreichend, da� die im Modellauftretenden S-Matrizen und Formfaktoren den in den De�nitionen 1 und 2 angef�uhrtenS-Matrix- bzw. Formfaktoraxiomen gen�ugen.Dieses Theorem gilt unabh�angig vom Modell, solange es sich im Rahmen der De�ni-tionen 1 und 2 formulieren l�a�t. Damit ist insbesondere die Lokalit�at des Z(N)-Ising- unddes Sinus-Gordon-Modells bewiesen worden, die in Kapitel 3 vorgestellt worden sind.
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Kapitel 5Matrix-Di�erenzengleichung undO�-Shell Bethe Ansatz zurKonstruktion vonH�ochste-Gewicht-L�osungen f�ur diegradierte Lie-Algebra spl(2; 1)
5.1 De�nitionen5.1.1 EinleitungIm zweiten Teil dieser Diplomarbeit werden die Ideen f�ur die L�osung des Matrix-Di�erenzengleichungsproblems aus [41] und [42], das eine enge Verwandtschaft mit derWatson-Gleichung (2.17) und der zyklischen Formfaktorgleichung (2.18) aufweist, aufdie gradierte Lie-Algebra spl(2; 1) des supersymmetrischen t-J-Modells �ubetragen [21].Supersymmetrie tritt in Modellen auf, mit denen sowohl Bosonen als auch Fermionenbeschrieben werden. In den de�nierenden Vertauschungsrelationen der Generatoren einersupersymmetrischen Algebra treten daher neben Kommutatoren auch Antikommutatorenauf. Es wird gezeigt, da� sich mit dem O�-Shell Bethe Ansatz wie zuvor bei den ande-ren (Quanten-)Gruppen H�ochste-Gewicht-L�osungen konstruieren lassen, ohne durch dieSupersymmetrie auf neue Probleme zu sto�en. Dies ist ein Hinweis auf die Universalit�atdieser Methode. Die Ho�nung geht dahin, da� sich mit einer erweiterten Version diesesAnsatzes, die die Polstruktur der Formfaktoren ber�ucksichtigt, f�ur beliebige Modelle dieFormfaktoren ausrechnen und bez�uglich der zugrundeliegenden Symmetriegruppe klassi-�zieren lassen [14].Beim normalen Bethe Ansatz werden Eigenwertprobleme gel�ost, indem man einenAnsatz w�ahlt, der die jeweilige Yang-Baxter-Struktur ber�ucksichtigt und bestimmte Pa-rameter enth�alt, die anfangs unbestimmt sind. Mit Hilfe der Yang-Baxter-Struktur l�a�tsich dann zeigen, da� bei der Anwendung des Operators auf diesen Bethe Ansatzvektorein Vektor entsteht, der dem urspr�unglichen proportional ist, und ein sogenannter un-erw�unschter Anteil. Im nachhinein k�onnen die Parameter dann durch sogenannte BetheAnsatzgleichungen so festgelegt werden, da� das Verschwinden der unerw�unschten Termengew�ahrleistet ist (vgl. dazu [15], [21] und [45]). Beim O�-Shell Bethe Ansatz werden die95



96 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGBethe Vektoren hingegen noch mit Funktionen multipliziert, die bestimmten Funktional-gleichungen gen�ugen und von der konkreten S-Matrix abh�angen, und es wird ein Integralvom Jackson-Typ ausgef�uhrt, d.h. eine Summe �uber ein unendliches Gitter. Durch diespezielle Wahl der Multiplikationsfunktionen wird sichergestellt, da� die unerw�unschtenTerme sich gegenseitig wegsummieren. Es gibt hier also keine Bethe Ansatzgleichungenmehr. F�ur die gradierte Lie-Algebra spl(2; 1) ist es notwendig, zwei Bethe Ans�atze zuverschachteln.5.1.2 NomenklaturF�ur alle Indizes i sei Vi = hj1i; j2i; j3ii �= C 3 und f�ur alle n 2 N sei V1���n = V1 
 � � � 
 Vn.F�ur die sp�atere Verwendung in der zweiten Stufe des Bethe Ansatzes f�uhren wir au�erdemdie reduzierten R�aume ~Vi = hj2i; j3ii �= C 2 und ~V1���m = ~V1 
 � � � 
 ~Vm ein.Vektoren in V1���n werden mit den Indizes der R�aume gekennzeichnet: f 1���n 2 V1���n.Vektoren in den reduzierten R�aumen erhalten zus�atzlich eine Tilde: ~f 1���m 2 ~V1���m. BeiOperatoren in den R�aumen werden die Indizes unten geschrieben: Q1���n : V1���n ! V1���n.Man mache sich bewu�t, da� die R�aume V���ij��� und V���ji��� unterschieden werden, obwohlsie isomorph sind. Dies h�angt damit zusammen, da� wie im ersten Teil der Arbeit Spek-tralparameter mit den einzelnen R�aumen verkn�upft sein sollen.5.1.3 De�nition der S-MatrixIm folgenden werden alle S-Matrizen als AbbildungenSab(�) : Va 
 Vb ! Vb 
 Vaaufgefa�t, die die R�aume vertauschen, wobei mit jedem Raum ein Spektralparameterverkn�upft ist. Dabei soll die graphische SchreibweiseSab(�1 � �2) = �2�1Vb VaVbVa @@I��� [Sab(�1 � �2)]�0�0�� = �2�1� 0 �0�� @@I���verwendet werden.Die Gewichte der S-Matrix haben im konkreten Fall das Aussehen (alle anderen ver-schwinden, K 2 C beliebig, � = �1 � �2):�� ��� @@I��� = a(�) = b(�) + c(�) = 1 (� 6= 3); �� ��� @@I��� = b(�) = ��+K (� 6= �);�� ��� @@I��� = c(�) = K�+K (� 6= �); 33 3�3 @@I��� = w(�) = �b(�) + c(�) = K��K+� ;wobei das "�\ vor dem Gewicht b in der letzten Gleichung durch den fermionischenCharakter der Teilchen j3i zustande kommt.Dies l�a�t sich kompakt schreiben alsSab(�) = b(�)�ab + c(�)Pab:



5.1. DEFINITIONEN 97Dabei sind der quasi-Identit�atsoperator �ab und der Permutationsoperator Pab folgender-ma�en de�niert: �ab : Va 
 Vb ! Vb 
 Vax
 y 7! �xyy 
 xPab : Va 
 Vb ! Vb 
 Vax
 y 7! x
 y:Der Faktor �xy, der den fermionischen Charakter der Teilchen vom Typ j3i ber�ucksichtigt,ist gegeben durch �xy = � �1 ; x = y = j3i1 ; sonst.Im Anhang wird gezeigt, da� S unit�ar ist (Proposition 39) und die Yang-Baxter-Gleichung(YBE) erf�ullt (Proposition 40), d.h. es gilt f�ur �ij = �i � �jSab(�)Sba(��) = 1 und S12(�12)S13(�13)S23(�23) = S23(�23)S13(�13)S12(�12):(5.1)Im folgenden wird daf�ur die folgende graphische Schreibweise benutzt1:V3��� V1 V2V2V1 bzw.= 66@@I���@@�� @@@I����6V2V1V3V2V1 =����@@@I 6 .5.1.4 Verschiedene Arten von MonodromiematrizenIn diesem Abschnitt werden wir verschiedene Monodromiematrizen de�nieren, derenYang-Baxter-Strukturen sp�ater n�utzlich sein werden. Wir beginnen mitDe�nition 4 (Monodromiematrix). Die MonodromiematrixT1���n;a(~xju) : V1���n 
 Va ! Va 
 V1���nist de�niert als Tensorprodukt der S-Matrizen bez�uglich dem Quantenraum V1���n und alsMatrixprodukt bez�uglich dem Hilfsraum Va:T1���n;a(~xju) = S1a(x1 � u) � � �Sna(xn � u):Graphisch hat T daher die Form[T1���n;a(~xju)]�0;f
0g�;f
g = uxnx2x1 
n
2
1 
0n
02
01�0 �� � � 6666� :In Zukunft schreiben wir h�au�g auch2T1���n;a = 0@ A B2 B3C2 D22 D23C3 D32 D33 1A ;wobei die Eintr�age der Matrix Operatoren im Quantenraum V1���n sein sollen.1 �Uber innere Linien wird summiert.2Um die �Ubersicht zu bewahren, wird bei den Komponenten der Monodromiematrizen die Kennzei-chung der R�aume weggelassen, wenn klar ist, um welche es sich handelt.



98 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGGleich im Anschlu� haben wir dasLemma 16 (Yang-Baxter-Gleichung f�ur die Monodromie-Matrix).Die Monodromiematrix T1���n;a erf�ullt die Yang-Baxter-GleichungenSab(u� v)T1���n;b(~xjv)T1���n;a(~xju) = T1���n;a(~xju)T1���n;b(~xjv)Sab(u� v) (5.2)bzw. graphisch �
�� uv 66: : :66��	@@I = �� ��@@66 66 �
�� uv: : : :Beweis. Die Gleichungen sind eine direkte Folgerung von (5.1).De�nition 5 (Modi�zierte Monodromiematrix). �Ahnlich zur Monodromiema-trix T kann eine modi�zierte Monodromiematrix TQ de�niert werden �uberTQ1���n;a(~xji) = S1a(x1 � xi) � � �Si�1a(xi�1 � xi)PiaSi+1a(xi+1 � x0i) � � �Sna(xn � x0i)mit x0i = xi + � (� beliebig, aber fest) bzw. graphisch[TQ1���n;a(~xji)]�0;f
0g�;f
g = 
01 
0i 
0n
n
i
1 xi x0i�0 �� � �� � � 66 6� :Au�erdem soll die modi�zierte Monodromiematrix analog zu der normalen wie folgt wiederals Matrix �uber dem Hilfsraum aufgefa�t werden.TQ1���n;a = 0@ AQ BQ2 BQ3CQ2 DQ22 DQ23CQ3 DQ32 DQ33 1A :Bemerkung 1. F�ur i = n gilt wegen Sna(xn � xn) = Sna(0) = Pna die wichtige BeziehungTQ1���n;a(~xjn) = T1���n;a(~xjxn):Analog zu eben erhalten wir wieder eine interessante Struktur im folgendenLemma 17 (Yang-Baxter-Gleichung f�ur die modi�zierte Monodromie-Matrix).Die modi�zierte Monodromie-Matrix erf�ullt die Yang-Baxter-GleichungenTQ1���n;a(~xji)T1���n;b(~xju)Sab(x0i � u) = Sab(xi � u)T1���n;b(~x 0ju)TQ1���n;a(~xji)T1���n;a(~x 0ju)TQ1���n;a(~xji)Sab(u� x0i) = Sab(u� xi)TQ1���n;b(~xji)T1���n;a(~xju):Unter Vernachl�assigung der Quantenraumstruktur schreibt sich dies schematisch6��	@@I x0iuxi �
��=� �
�� uxi x0i��@@6� (5.3)bzw. 66�� ��	@@I x0iuxi �
��=�
�� uxi x0i��@@ : (5.4)



5.1. DEFINITIONEN 99Beweis. Durch einfache graphische Manipulation unter Ausnutzung von (5.1).Um die Struktur der spl(2; 1) zu erhalten, ist es sinnvoll, zus�atzlich zu den oben de�-nierten Monodromiematrizen noch weitere einzuf�uhren. Dazu sollen zuerst die Statistik-faktoren die Darstellung ��= �����bekommen. Dieses Objekt wird in Zukunft als Fermionenlinie bezeichnet werden.De�nition 6 (Fermionische Monodromiematrizen).[T ?1���n;a(~xju)]�;f�g�;f�g = �����;f�g[T1���n;a(~xju)]�;f�g�;f�gDamit haben wir die graphische Notation ������[T ?1���n;a(~xju)]�;f�g�;f�g = uxnx2x1 �n�2�1 �n�2�1� �� � � 6666�und wollen folgende Matrixschreibweise verwenden:T ?1���n;a = 0@ A? B?2 B?3C?2 D?22 D?23C?3 D?32 D?33 1A :Entsprechend f�ur die modi�zierten Monodromiematrizen.Bemerkung 2. Es gelten o�enbar die Identit�aten A? = A, A?Q = AQ, B? = B undB?Q = BQ.Mit den oben eingef�uhrten Fermionenlinien l�a�t sich zum Beispiel folgenderma�enausdr�ucken, da� die Zahl der Fermionen w�ahrend der Streuung erhalten ist:�� � � � � �� � �66�=� � �� 66� : (5.5)Eine Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes, die auf die Eigenschaft zur�uckgeht, da�durch die Fermionenlinien nur der Unterschied gerade/ungerade gez�ahlt wird, beinhal-tet derSatz 18 (Fermionenerhaltung). Ist irgendein Index3 � durch Fermionlinien mit ir-gendwelchen Indizes einer Monodromiematrix T verbunden, so erh�alt man das gleicheErgebnis, wenn die Fermionlinien "invertiert\ werden, d.h. zu allen Indizes von T , dievorher nicht mit � verbunden waren, zieht man derartige Linien und alle anderen l�a�tman wegfallen.3Man stelle sich einen �au�eren Index vor, es kann allerdings auch ein Index der Monodromiematrixselbst sein.



100 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGBeweis. Erzeuge durch Einf�ugen von Doppelfermionlinien eine Struktur, auf die die Fer-mionenerhaltung in der Form (5.5) anwendbar ist. Anschlie�end entferne man alle ver-bleibenden Doppellinien.Beispiel 1. Ein sp�ater h�au�g verwendetes Beispiel f�ur den letzten Satz ist die Identit�at��� � � � � �� � �66�=� �� 66� :De�nition 7 (Shiftmatrix). Durch Spurbildung �uber den Hilfsraum k�onnen aus denmodi�zierten Monodromiematrizen Shiftmatrizen Q gewonnen werden gem�a�Q1���n(~xji) = traT ?Q1���n;a(~xji) = AQ1���n;a(~xji) + X�=2;3 hD?Q1���n;a(~xji)i�� : (5.6)Die Shiftmatrix spielt hier die gleiche Rolle wie die Transfermatrizen beim normalen BetheAnsatz.In der unteren Stufe des Bethe Ansatzes werden reduzierte Monodromiematrizen~V1���m;a ! ~Va;1���m auftreten, die durch ~T , ~TQ, ~T ? bzw. ~T ?Q gekennzeichnet werden. Ent-sprechendes gelte f�ur ihre Komponenten und die Matrix ~Q.Beispiel 2. ~T1���m;a(~xju) = ~S1a(x1 � u) � � � ~Sma(xn � u):Wie oben kann daf�ur geschrieben werden~T1���m;a = � ~A ~B~C ~D � ;wobei die Eintr�age der Matrix Operatoren im Quantenraum ~V1���m sein sollen. Man be-achte, da� die Matrix nur eine 2 � 2-Matrix ist, da wir uns im reduzierten Hilfsraum~Va = hj2i; j3ii be�nden.5.2 Yang-Baxter-Struktur5.2.1 VertauschungsrelationenAus den Yang-Baxter-Gleichungen der verschiedenen Monodromiematrizen folgenvielf�altige Vertauschungsrelationen, die im folgenden Lemma zusammengestellt sind (Be-weis im Anhang E.3).Lemma 19 (Vertauschungsrelationen). Aus der durch S de�nierten Yang-Baxter-Struktur und der Fermionenerhaltung erh�alt man die folgenden Vertauschungsrelationen:Bi(~xju2)Bj(~xju1) = 1a(u1 � u2)Bj0(~xju1)Bi0(~xju2)Si0j0ji (u1 � u2) (5.7)Bj(~x 0ju)BQk (~xji) = 1a(xi � u)BQk0(~xji)Bj0(~xju)Sj0k0kj (xi � u) (5.8)~B(~xju2) ~B(~xju1) = w(u1 � u2)a(u1 � u2) ~B(~xju1) ~B(~xju2) (5.9)~B(~x 0ju) ~BQ(~xji) = w(x0i � u)a(xi � u) ~BQ(~xji) ~B(~xju) (5.10)



5.2. YANG-BAXTER-STRUKTUR 101A(~xju2)Bi(~xju1) = a(u2 � u1)b(u2 � u1)Bi(~xju1)A(~xju2)� c(u2 � u1)b(u2 � u1)Bi(~xju2)A(~xju1)(5.11)AQ(~xji)Bj(~xju) = a(xi � u)b(x0i � u)Bj(~x 0ju)AQ(~xji)� c(x0i � u)b(x0i � u)BQj (~xji)A(~xju) (5.12)~A(~xju2) ~B(~xju1) = a(u2 � u1)b(u2 � u1) ~B(~xju1) ~A(~xju2)� c(u2 � u1)b(u2 � u1) ~B(~xju2) ~A(~xju1) (5.13)~AQ(~xji) ~B(~xju) = a(xi � u)b(x0i � u) ~B(~x 0ju) ~AQ(~xji)� c(x0i � u)b(x0i � u) ~BQ(~xji) ~A(~xju) (5.14)D?ij(~xju2)Bk(~xju1) = �ikb(u1 � u2)Bk0(~xju1)D?ij0(~xju2)Sj0k0kj (u1 � u2) (5.15)��ik c(u1 � u2)b(u1 � u2)Bj(~xju2)D?ik(~xju1)D?Qjk (~xji)Bl(~xju) = �jl 1b(u� xi)Bl0(~x 0ju)D?Qjk0 (~xji)Sk0l0lk (u� x0i) (5.16)��jl c(u� xi)b(u� xi)BQk (~xji)D?jl (~xju)~D?(~xju2) ~B(~xju1) = �w(u1 � u2)b(u1 � u2) ~B(~xju1) ~D?(~xju2) (5.17)+c(u1 � u2)b(u1 � u2) ~B(~xju2) ~D?(~xju1)~D?Q(~xji) ~B(~xju) = �w(u� x0i)b(u� xi) ~B(~x 0ju) ~D?Q(~xji) (5.18)+c(u� xi)b(u� xi) ~BQ(~xji) ~D?(~xju):5.2.2 Gruppentheoretische EigenschaftenIn diesem Abschnitt soll die algebraische Struktur herausgearbeitet werden, die durchdie Yang-Baxter-Gleichungen der angegebenen S-Matrix de�niert wird. Bevor wir damitbeginnen, sollen jedoch erst einmal die gradierte Lie-Algebra spl(2; 1) vorgestellt werden.Die folgende De�nition ist in [21] zu �nden.De�nition 8 (Gradierte Lie-Algebra spl(2; 1)). Die einfache gradierte Lie-Algebra spl(2; 1) ist eine assoziative Algebra �uber C , die in der gradierten Cartan-Chevalley-Basis von den Generatoren hi; ei; fi (i = 1; 2) erzeugt wird, die den folgendenVertauschungsrelationen gen�ugen:[hi; fj]� = aijfj [hi; ej]� = �aijej [hi; hj]� = 0[f1; e1]� = h1 [f1; e2]� = 0 [f2; f2]+ = [e2; e2]+ = 0[f2; e2]+ = h2 [f2; e1]� = 0:Die gradierte Cartan-Matrix ist dabei gegeben durchA = (aij) = � 2 �1�1 0 � :



102 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGAu�erdem m�ussen die Generatoren die kubischen Serre-Relationenf 21 f2 � 2f1f2f1 + f2f 21 = 0 f1f 22 � f 22 f1 = 0e21e2 � 2e1e2e1 + e2e21 = 0 e1e22 � e22e1 = 0erf�ullen. Die Elemente hi; e1; f1 hei�en gerade Generatoren, e2; f2 ungerade. Diese Bezeich-nung ergibt sich aus den Vertauschungsrelationen.Bevor wir auf die Yang-Baxter-Struktur zur�uckkommen, rufe man sich in Erinnerung,da� ��@I @�+ c(�)�� ��@@@I�= b(�)�����@@@I :Die erste wichtige Feststellung ist� �!1 : b(�) � 1c(�) � K�) Sab(�) � �ab + K� Pab:Daraus folgt die Existenz einer asymptotischen Entwicklung der Form[T1���n;a(~�j#)]�;f�g�;f
g = [�1a � � ��na + K# nXj=1 �1a � � �Pja � � ��na]�;f�g�;f
g +O(#�2)= ��;f�g����f�gf�g + K# �����;f�gM�;f�g�;f�g + O(#�2)bzw. graphisch K# +O(#�2).# ���� 6� � �� 6+� � � �� � �� 66=� � � 66�Die Operatoren M�;f�g�;f�g haben dabei die Darstellung j ��� ��� �� � �� � � 66666��Pj=M�� � �= ���� 6� � �� 6 (5.19)bzw. in FormelnM�;f�g�;f�g =Xj ���j+1 � � ����n���j+1 � � ����n��1�1 � � � ��j�1�j�1���j ��j� ��j+1�j+1 � � � ��n�n : (5.20)Damit lassen sich aus (5.2) die folgenden Vertauschungsrelationen4 herleiten (sieheAnhang E.3, Lemma 42):M�0� T ?�0� (u)� ������0��0���0�0T ?�0� (u)M�0� = ��0� T ?�0�(u)� ������0��0���0�0��0� T ?�0� (u):(5.21)4In Zukunft werden die Kennzeichnung der R�aume und die Quantenraumindizes und -argumenteweggelassen, wenn keine Mi�verst�andnisse auftreten k�onnen



5.3. DIE SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNG 103F�ur u!1 folgtM�0� M�0� � ������0��0���0�0M�0� M�0� = ��0� M�0� � ������0��0���0�0��0� M�0� : (5.22)Das impliziert, da� die OperatorenM�0� die Generatoren der spl(2; 1) in der Cartan-Weyl-Basis sind (vgl. [21]). Die Operatoren W� = M�� (keine Summation �uber �!) erf�ullennach (5.22) die Vertauschungsrelationen [W�;W�]� = 0 und erzeugen die CartanscheUnteralgebra. Sie hei�en Gewichtsoperatoren. Nach (5.20) fallen die Vorzeichenfaktorenf�ur sie weg, so da� gilt5[W�]f�gf�g =Xj ��1�1 � � � ��j�1�j�1���j��j� ��j+1�j+1 � � � ��n�n : (5.23)5.3 spl(2; 1)-Matrix-Di�erenzengleichung und O�-Shell Bethe Ansatz zur Konstruktion vonH�ochste-Gewicht-L�osungen5.3.1 De�nition der Matrix-Di�erenzengleichungDe�nition 9 (S-Symmetrie und Q-Periodizit�at).Sei S die oben angegebene S-Matrix und f 1���n : C n ! V 1���n eine vektorwertige Funktion.1. f 1���n hei�t S-symmetrisch, fallsf ���ij���(� � � ; xi; xj; � � � ) = Sji(xj � xi)f ���ji���(� � � ; xj; xi; � � � ): (5.24)Graphisch bedeutet dies f� � � � � � 6@@I���666 �� ��=f � � �� � � 66�� �� :2. f 1���n hei�t Q-periodisch, falls f�ur alle i = 1; : : : ; n mit ~x 0 = ~x + �~ei die Matrix-Di�erenzengleichung f 1���n(~x 0) = Q1���n(~xji)f 1���n(~x) (5.25)erf�ullt ist. Anschaulich bedeutet dies �����x0i 6666 f� � � � � ��� ��=f� � �� � � 66�� �� ;wobei die Vereinbarung x x+ �2x� �2xverwendet wurde (vgl. [14]).5Es wir nicht �uber � summiert!



104 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGBemerkung 3. Da S die Yang-Baxter-Gleichung (5.1) erf�ullt und wir die Fermionenerhal-tung aus Satz 18 haben, sind die beiden Bedingungen miteinander vertr�aglich. Dies istunmittelbar einsichtig �uber die Gleichungen � � �� � ��� � ���� �6��@@666�=� � � � � ����� 6@@I���6��=� � �� � � ����� @@I��� 66� :Lemma 20. Ist f 1���n S-symmetrisch und gilt die Gleichungf 1���n(~x 0) = Q1���n(~xji)f 1���n(~x)f�ur ein i 2 f1; : : : ; ng, so gilt sie bereits f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng, d.h. f 1���n ist Q-periodisch.Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort mittels graphischer Manipulation aus (5.24)und (5.25) unter Ber�ucksichtigung der Fermionenerhaltung aus Satz 18.Die Eigenschaft, Q-periodisch zu sein, ist eng verwandt mit der Erf�ullung der zykli-schen Gleichung (2.18) f�ur den Fall, da� es sich bei f 1���n um einen Formfaktor handelt.Analog ist dann die S-Symmetrie nichts anderes als die Watson-Gleichung (2.17). Even-tuell ist es m�oglich, die Statistik-Faktoren explizit in die S-Matrix mitaufzunehmen. Dieswird jedenfalls dadurch nahegelegt, da� selbige in [21] bei der q-deformierten Version derS-Matrix nicht mehr auftreten.Der gruppentheoretischen Klassi�kation der sp�ater zu konstruierenden L�osungen dientdasSatz 21. Ist f 1���n Q-periodisch, so ist auch M��f 1���n Q-periodisch, wobei M�� einer derGeneratoren der spl(2; 1) ist.Beweis. Aus den Vertauschungsrelationen (5.21), die auch f�ur die modi�zierte Monodro-miematrix T ?Q gelten, ist ersichtlich, da� Q mit den Generatoren der spl(2; 1) vertauscht:[M�� ; Q]� = 0.5.3.2 Der O�-Shell Bethe AnsatzDe�nition 10 (Bethe Ansatzfunktion erster Stufe).f 1���n : C n ! V 1���n hei�t Bethe Ansatzfunktion der ersten Stufe, fallsf 1���n(~x) =X~u B�m(~xjum) � � �B�1(~xju1)
1���n[g1���m(~xj~u)]�1����mbzw. graphisch � � �11 11 umu1xnx1 g�� ��66��=P~uxnx1 f� � � 66�� �� :



5.3. DIE SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNG 105Dabei ist die Summe �uber alle ~u 2 ~u0 � �Zm � C m auszuf�uhren ("Integral vom Jackson-Typ\, ~u0 2 C m beliebig). 
1���n ist ein Referenzzustand
1���n = j1i
nund die Hilfsfunktion g1���m : C n � C m ! ~V 1���m gegeben durchg1���m(~xj~u) = �(~xj~u) ~f 1���m(~u)mit � : C n � C m ! C�(~xj~u) = nYi=1 mYj=1 (xi � uj) Y1�i<j�m �(ui � uj);wobei ~f 1���m : C m ! ~V 1���m ~S-symmetrisch und ~Q-periodisch ist und die Hilfsfunktionen : C ! C und � : C ! C die Funktionalgleichungenb(x) (x) =  (x� �)�(x)b(x) = �(x� �)b(� � x) (5.26)erf�ullen.De�nition 11 (Bethe Ansatzfunktion zweiter Stufe).~f 1���m : C m ! ~V 1���m hei�t Bethe Ansatzfunktion der zweiten Stufe, falls~f 1���m(~u) =X~v ~B(~ujvk) � � � ~B(~ujv1)~
1���m~g(~uj~v):Dabei ist die Summe �uber alle ~v 2 ~v0 � �Zk � C k auszuf�uhren ("Integral vom Jackson-Typ\, ~v0 2 C kbeliebig). ~
1���m ist diesmal der Referenzzustand~
1���m = j2i
mund die Hilfsfunktion ~g : C m � C k ! C gegeben durch~g(~uj~v) = mYi=1 kYj=1  (ui � vj) Y1�i<j�k ~�(vi � vj);wobei die Hilfsfunktionen  : C ! C und ~� : C ! C die Funktionalgleichungenb(x) (x) =  (x� �)~� (x)b(�x) = ~�(x� �)b(� � x) (5.27)erf�ullen.Bemerkung 4. M�ogliche L�osungen der Funktionalgleichungen (5.26)-(5.27) sind (x) = �(1 + K� + x� )�(1 + x� ) ; �(x) = x �(x� � K� )�(1 + x� + K� ) ; ~�(x) = xx�K :Der Beweis f�ur diese Behauptung ist in Lemma 43 im Anhang angegeben.



106 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGWir werden sp�ater sehen, da� die Bethe Ansatzfunktion erster Stufe die Matrix-Di�erenzengleichung (5.25) in Verbindung mit (5.24) erf�ullt. Der Beweis verl�auft grobfolgenderma�en: Die Bestandteile A und D der Shiftmatrix (5.6) werden mit Hilfe derVertauschungsrelationen aus Lemma 19 durch die B-Operatoren in den Bethe Ansatz-funktionen hindurchgezogen. Dabei entstehen gew�unschte Beitr�age, die genau die Aussageder Matrixdi�erenzengleichung enthalten und unerw�unschte Beitr�age, die man wieder los-werden m�ochte. Die de�nierenden Funktionalgleichunge (5.26) und (5.27) gew�ahrleistengerade, da� sich die unerw�unschten Beitr�age von A bzw. D gegenseitig aufheben. Dazuist eine Parameterverschiebung notwendig, weshalb in den Bethe Ansatzfunktionen auchdie unendlichen Summen �uber ein Gitter vorkommen. Um den Beweis m�oglichst �uber-sichtlich zu gestalten, ist er in viele relativ eng umgrenzte Lemmas und S�atze aufgeteilt,die haupts�achlich wichtige Funktionalgleichungen enthalten, die an Ort und Stelle zu be-weisen, den Umfang des Hauptbeweises sehr stark h�atten anwachsen lassen. Das Problemf�ur die Bethe Ansatzfunktion erster Stufe f 1���n wird auf das der Funktion ~f 1���m in denreduzierten R�aumen zur�uckgef�uhrt. Anschlie�end wird gezeigt, da� die so konstruiertenL�osungen H�ochste-Gewicht-L�osungen bez�uglich der gradierten Lie-Algebra spl(2; 1) sind,aus denen sich wegen Satz 21 durch Anwendung von Auf- und Absteigeoperatoren weitereL�osungen konstruieren lassen.Die Referenzzust�ande wurden so gew�ahlt, da� sie besonders angenehme Eigenschaftenin Bezug auf die Bestandteile A und D der Shiftmatrix (5.6) haben. So haben wir dasLemma 22 (Eigenwertgleichungen).Die Betheansatz-Vektoren der ersten und zweiten Stufe erf�ullen die EigenwertgleichungenAQ(~xjm)
1���n = 
1���nA(~xj~u)
1���n = 
1���n�D?Q(~xjm)��0� 
1���n = 0[D?(~xj~u)]�0� 
1���n = ��0� ���0 nYj=1 b(xj � ui)
1���n (5.28)~AQ(~ujm)~
1���m = ~
1���m~A(~ujvi)~
1���m = ~
1���m~D?Q(~ujm)~
1���m = 0~D?(~ujvi)~
1���m = � mYl=1 b(ul � vi)~
1���m:Beweis. Die Formeln lassen sich leicht graphisch einsehen, wenn man die Teilchentyper-haltung verwendet. Als Beispiel sei hier die Formel[D?Q(~xjn)]�0� 
1���n = 0bzw. graphisch ��� = 0 (�; �0 > 1)111� � � ��0 666�



5.3. DIE SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNG 107hergeleitet. Wir fangen rechts an, das Diagramm zu lesen. Das � wird nach oben um-gelenkt. Nach den Erhaltungsregeln f�ur die Teilchensorten, werden die zwei Einsen linksdavon beide wieder in Einsen gestreut, wobei der Faktor a � 1 entsteht. Dies setzt sichnach links fort. Irgendwann tri�t dann eine 1 auf �0 > 1 (wir haben es mit einem D-Element zu tun!), weshalb der gesamte Ausdruck verschwinden mu�. Ein komplizierteresBeispiel ist [D?(~xj~u)]�0� 
1���n = ��0� ���0 nYj=1 b(xj � ui)
1���nmit dem Bild Qnj=1 b(xj � ui) (�; �0 > 1):����� � � �6 �� 111�0 �� 666=111 � � � ��0 66�Die Formel kommt o�ensichtlich dadurch zustande, da� das Teilchen � �uberall nach linksund die 1 immer nach oben gestreut werden. Es mu� nur noch begr�undet werden, wiesoes keine anderen Beitr�age gibt. Nehmen wir an, das Teilchen � sei an einer Stelle nachoben und die 1 nach links gestreut worden. Wie im vorherigen Fall streuen dann weiterlinks nur noch Einsen in Einsen, bis eine von ihnen auf das �0 > 1 tri�t. Solche Anteilek�onnen in dem betrachteten Matrixprodukt also nicht auftreten.Die de�nierenden Funktionalgleichungen der Funktionen  , � , und ~� gew�ahrleisten dieAussage vonLemma 23 (Funktionalgleichungen f�ur � und ~g).Die oben angegeben Funktionen � bzw. ~g erf�ullen die GleichungenkYl=1 a(um � vl)b(u0m � vl) ~g(~uj~v) = ~g(~u 0j~v) mYl=1 a(xn � ul)b(x0n � ul) �(~xj~u) = �(~x 0j~u):(5.29)Beweis. Einsetzen der De�nition ergibt mit (5.27)kYl=1 a(um � vl)b(u0m � vl) ~g(~uj~v) = kYl=1 1b(u0m � vl) mYi=1 kYl=1  (ui � vl) Y1�i<j�k ~� (vi � vj)= kYl=1  (um � vl)b(u0m � vl) m�1Yi=1 kYl=1  (ui � vl) Y1�i<j�k ~�(vi � vj)= kYl=1  (u0m � vl)m�1Yi=1 kYl=1  (ui � vl) Y1�i<j�k ~� (vi � vj) = ~g(~u 0j~v):F�ur � verl�auft der Beweis im Prinzip genauso, da sich ~g und � nur durch die Ersetzung ~� !� unterscheiden.Der n�achste Satz ist der erste wichtige Schritt auf dem Weg zum Beweis, da� die obende�nierten Bethe Ansatzfunktionen die Matrix-Di�erenzengleichung (5.25) l�osen.



108 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGSatz 24.Mit ~u 0 = ~u+ �~em gilt die Identit�at~A?Q(~ujm) ~f 1���m(~u) = ~f 1���m(~u 0)+X~v kXi=1 ~�(i)A (~uj~v) ~BQ(~ujm) ~B(~ujvk) � � � \~B(~ujvi) � � � ~B(~ujv1)~
~g(~uj~v) (5.30)~D?Q(~ujm) ~f 1���m(~u)=X~v kXi=1 ~�(i)D (~uj~v) ~BQ(~ujm) ~B(~ujvk) � � � \~B(~ujvi) � � � ~B(~ujv1)~
~g(~uj~v); (5.31)wobei ~�(i)A (~uj~v) = �c(u0m � vi)b(u0m � vi)Yl<i 1b(vi � vl)Yl>i �1b(vl � vi)~�(i)D (~uj~v) = c(vi � um)b(vi � um)Yl<i 1b(vi � vl)Yl>i �1b(vl � vi) mYl=1 b(ul � vi):Die Schreibweise \~B(~ujvi) soll hei�en, da� dieser Faktor nicht in dem Produkt auftritt.Beweis. Wie vorher schon erw�ahnt, gilt ~A?Q = ~AQ und ~A? = ~A. Unser Ziel ist es, die Ope-ratoren ~AQ und ~D?Q(~ujm) unter Ausnutzung der Vertauschungsrelationen aus Lemma 19durch die ~B-Operatoren in der Darstellung von ~f hindurchzuziehen. Generell hei�en Ver-tauschungen "erw�unschte\, falls der Teil ber�ucksichtigt wird, bei dem die Argumente anden jeweiligen Operatoren verbleiben und "unerw�unschte\ im anderen Fall.Zuerst wollen wir uns �uberzeugen, da� die gew�unschten Beitr�age stimmen. We-gen ~D?Q~
 = 0 ist das f�ur ~D?Q kein Problem. Schwieriger wird es f�ur ~AQ. Tauscht mandies "gew�unscht\ durch alle ~B-Operatoren, so werden in diesen alle Argumente ~u in ~u 0umgewandelt und man erh�alt zus�atzlich den FaktorQkl=1 a(um�vl)b(u0m�vl) . Die Anwendung von ~AQauf ~
 ergibt nach Lemma 22 keinen weiteren Faktor. Mit Lemma 23 folgt daherkYl=1 a(um � vl)b(u0m � vl) ~g(~uj~v) = ~g(~u 0j~v)und damit der erste Teil der beiden Gleichungen.Der n�achste Schritt besteht darin, sich davon zu �uberzeugen, da� beim Durchtauschenkeine anderen Terme entstehen als oben angegeben sind. Das funktioniert f�ur ~AQ und ~D?Qgleicherma�en, weshalb im folgenden nur ~AQ betrachtet werden soll. Um zu einem der ~�(i)-Terme zu gelangen, ist es notwendig, mindestens einmal "unerw�unscht\ zu vertauschen,wobei man o�enbar zuerst zu einem Ausdruck proportional zu~B(~u 0jvk) � � � ~BQ(~ujm) ~A(~ujvi) � � � ~B(~ujv1)gelangt. Unter Verwendung von (5.10) bekommen wir einen Ausdruck proportional~BQ(~ujm) ~B(~ujvk) � � � \~B(~ujvi) ~A(~ujvi) � � � ~B(~ujv1): (5.32)



5.3. DIE SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNG 109Unter Ber�ucksichtigung von (5.13) gilt dann: Vertauscht man ~A jetzt nur noch"gew�unscht\, so gelangt man zu einem Beitrag f�ur den ~�(i)-Term. Vertauscht man jedochirgendwann noch einmal "unerw�unscht\, so entsteht wieder ein ~B(~ujvi) sowie ein ~A(~ujvj).Daf�ur geht ein ~B(~ujvj) verloren. Mit Hilfe von (5.9) kann dies auf (5.32) zur�uckgef�uhrtwerden, wobei nur i durch i0 ersetzt wurde.Zur Bestimmung der unerw�unschten Beitr�age geht man folgenderma�en vor:(i) Tausche ~B(~ujvi) ans vordere Ende der ~B-Operatoren. Dabei entsteht in beidenF�allen der Faktor Ql>iw(vi � vl).(ii) Um das Q auf das ~B(~ujvi) abzuw�alzen, vertausche jetzt "unerw�unscht\. Dies ergibtdie Faktoren � c(u0m�vi)b(u0m�vi) (f�ur A) bzw. c(vi�um)b(vi�um) (f�ur D).(iii) Tauscht man die neu entstandenen Operatoren "gew�unscht\ durch, erh�alt man dieFaktoren Ql 6=i a(vi�vl)b(vi�vl) (f�ur A) bzw. Ql 6=i ��w(vl�vi)b(vl�vi) � (f�ur D).(iv) Aus den Eigenwertgleichungen f�ur ~A bzw. D?Q kommen die zus�atzlichen Faktoren 1(f�ur A) bzw. �Qml=1 b(ul � vi) (f�ur D).Fa�t man alle Faktoren zusammen, gelangt man unter Verwendung der Beziehungen a � 1,w(�)w(��) = 1 und w(�)b(�) = �1b(��) zu~�(i)A (~uj~v) = �c(u0m � vi)b(u0m � vi)Yl>i w(vi � vl)Yl 6=i a(vi � vl)b(vi � vl)= �c(u0m � vi)b(u0m � vi)Yl<i 1b(vi � vl)Yl>i �1b(vl � vi)~�(i)D (~uj~v) = �c(vi � um)b(vi � um)Yl>i w(vi � vl)Yl 6=i ��w(vl � vi)b(vl � vi) � mYl=1 b(ul � vi)= �c(vi � um)b(vi � um)Yl<i 1b(vi � vl)Yl>i �1b(vl � vi) mYl=1 b(ul � vi):Man mache sich klar, da� ausgehend von der Darstellung nach Punkt 1 nur die ab Punkt 2angegebenen Schritte einen Beitrag zu ~�(i) liefern!Lemma 25 (Funktionalgleichung f�ur ~g).Mit ~v 0 = ~v + �~ei gilt ~�(i)A (~uj~v 0)~g(~uj~v 0) = �~�(i)D (~uj~v)~g(~uj~v):



110 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGBeweis. Einsetzen ergibt~�(i)A (~uj~v 0)~g(~uj~v 0) = �c(u0m � v0i)b(u0m � v0i)Yl<i 1b(v0i � vl)Yl>i �1b(vl � v0i) mYl=1  (ul � v0i) kYj=1j 6=i  (ul � vj)Yl<i ~� (vl � v0i)Yl>i ~� (v0i � vl) Y1�l<j�kl;j 6=i ~�(vl � vj)= �c(um � vi)b(um � vi)Yl<i ~� (vl � v0i)b(v0i � vl)Yl>i �~� (v0i � vl)b(vl � v0i) mYl=1  (ul�v0i) kYj=1j 6=i  (ul�vj) Y1�l<j�kl;j 6=i ~�(vl�vj):Nach (5.27) gilt ~�(vl�v0iv0i�vl = ~�(vl�vi)b(vi�vl) (x = vl � vi), ~�(v0i�vlvl�v0i = ~�(vi�vl)b(vl�vi) (x = v0i � vl) und (ul�v0i) = b(ul�vi) (ul�vi). Verwendet man au�erdem noch die Beziehung � c(um�vi)b(um�vi) =c(vi�um)b(vi�um) (siehe Lemma 45), so folgt~�(i)A (~uj~v 0)~g(~uj~v 0) = c(vi � um)b(vi � um)Yl<i ~� (vl � vi)b(vi � vl)Yl>i �~� (vi � vl)b(vl � vi)mYl=1�b(ul � vi) (ul � vi)� kYj=1j 6=i  (ul � vj) Y1�l<j�kl;j 6=i ~�(vl � vj)= c(vi � um)b(vi � um)Yl<i 1b(vi � vl)Yl>i �1b(vl � vi) mYl=1 b(ul � vi) kYj=1  (ul � vj) Y1�l<j�k ~� (vl � vj)= �~�(i)D (~uj~v)~g(~uj~v):Satz 26. Mit ~x 0 = ~x+ �~en gilt die Identit�atA?Q(~xjn)f 1���n(~x) = f 1���n(~x 0) +X~u mXi=1 �(i)A (~xj~u)BQ�i(~xjn)B�m(~xjum) � � � \B�i(~xjui) � � �B�1(~xju1)
1���n�(~xj~u) h ~f 1���mi(u1; � � � ; um; ui)i�1����m�i ;[D?Q(~xjn)]��f 1���n(~x) =X~u mXi=1 �(i)D (~xj~u)BQ�i(~xjn)B�m(~xjum) � � � \B�i(~xjui) � � �B�1(~xju1)
1���n�(~xj~u) h ~Q(u1; � � � ; um; uiji) ~f 1���mi(u1; � � � ; um; ui)i�1����m�i ;wobei �(i)A (~xj~u) = �c(x0n � ui)b(x0n � ui)Yl 6=i 1b(ui � ul) ;�(i)D (~xj~u) = �c(ui � xn)b(ui � xn)Yl 6=i 1b(ul � ui) nYl=1 b(xl � ui):



5.3. DIE SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNG 111Beweis. Die Diskussion der gew�unschten Anteile ist v�ollig identisch zu der in Satz 24,da die Vertauschungsrelationen von AQ und ~AQ im Prinzip gleich sind (ebenso f�ur Aund ~A), die Funktion  unver�andert geblieben ist und D?Q�0� (~xjn)
 = 0 (wegen b(xn �xn) = 0). Die Diskussion der unerw�unschten Anteile ist hier jedoch etwas schwieriger,da die modi�zierte Monodromiematrix h�oherdimensional ist als im reduzierten Fall. Wirf�uhren die Diskussion f�ur D?Q�0� (~xjn) durch und summieren erst anschlie�end �uber dieDiagonalelemente.Die unerw�unschten Anteile lassen sich wie folgt bestimmen6:1. Vertausche B�i(~xjui) an die Stelle rechts von AQ bzw. D?Q. Die entstehenden S-Matrizen k�onnen durch die S-Symmetrie von g (bzw. ~f) absorbiert werden. Das�andert die Reihenfolge der Argumente in ~f .2. Um das Q auf das B�i(~xjui) abzuw�alzen, vertausche jetzt "unerw�unscht\. Dabeientsteht der Faktor � c(x0n�uib(x0n�ui) (f�ur A) bzw. � c(ui�xn)b(ui�xn) und eine Fermionlinie (f�ur D).3. Vertausche die neu entstehenden Operatoren "gew�unscht\ durch alle verbleiben-den B. Dabei entsteht der Faktor Ql 6=i 1b(ui�ul) (f�ur A) bzw. Ql 6=i 1b(ul�ui) und je eineS-Matrix sowie Fermionenlinie (f�ur D).4. Die Eigenwertgleichungen aus Lemma 22 sorgen f�ur die zus�atzlichen Faktoren 1(f�ur A) bzw. Qnl=1 b(xl � ui) und ein Kroneckerdelta sowie eine Fermionenlinie(f�ur D).In der folgenden Abbildung ist zu sehen, wie es sich mit den S-Matrizen und Fermionen-linien verh�alt, die bei den ungew�unschten Vertauschungen von D? entstehen.
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Nach der Eigenwertgleichung f�ur D? und 
 ist es m�oglich, die untere Linie �uber dieEinsen hin�uberzuziehen, wobei eine geschlossene Fermionenlinie bei �0 entsteht, d.h. eineSchlaufe von �0 zu �0. Wegen der Fermionerhaltung k�onnen die Endpunkte von rechts �uberdie S-Matrizen hin�ubergezogen werden, wobei die Schleife sich au
�ost zugunsten einerVerbindung zum anderen Ende der Monodromiematrix. Bei der Summation entsteht dahero�ensichtlich der reduzierte Shiftoperator. Fa�t man alle Faktoren zusammen, ergeben sichsofort die oben angegebenen Formeln.6Wie in Satz 24 mu� man sich nat�urlich erst davon �uberzeugen, da� keine anderen Terme auftretenk�onnen.



112 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGLemma 27 (Funktionalgleichung f�ur �).Mit ~v 0 = ~v + �~ei gilt �(i)A (~xj~u 0)�(~xj~u 0) = ��(i)D (~xj~u)�(~xj~u):Beweis. Einsetzen ergibt �ahnlich wie in Lemma 25�(i)A (~xj~u 0)�(~xj~u 0) = �c(x0n � u0i)b(x0n � u0i)Yl 6=i 1b(u0i � ul) nYl=1  (xl � u0i) mYj=1j 6=i  (xl � uj)��Yl<i �(ul � u0i)Yl>i �(u0i � ul) Y1�l<j�ml;j 6=i �(ul � uj) = �c(xn � ui)b(xn � ui)Yl<i �(ul � u0i)b(u0i � ul) ��Yl>i �(u0i � ul)b(u0i � ul) nYl=1�b(xl � ui) (xl � ui)� mYj=1j 6=i  (xl � uj) Y1�l<j�ml;j 6=i �(ul � uj);wobei schon b(xl � ui) (xl � ui) =  (xl � u0i) (Gleichung (5.26)) ausgenutzt wordenist. Mit � c(xn�ui)b(xn�ui) = c(ui�xn)b(ui�xn) , sowie (vgl. (5.26)) �(ul�u0i)b(u0i�ul) = �(ul�ui)b(ul�ui) (x = ul � ui) und�(u0i�ul)b(u0i�ul) = �(ui�ul)b(ul�ui) (x = u0i � ul) folgt�(i)A (~xj~u 0)�(~xj~u 0) = c(ui � xn)b(ui � xn)Yl<i �(ul � ui)b(ul � ui)Yl>i �(ui � ul)b(ul � ui) nYl=1 b(xl � ui)�� mYj=1  (xl � uj) Y1�l<j�ml;j 6=i �(ul � uj) = c(ui � xn)b(ui � xn)Yl 6=i 1b(ul � ui) �� nYl=1 b(xl � ui) = ��(i)D (~xj~u)�(~xj~u):
Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, das folgende Theorem zu beweisen.Theorem 28. Der Bethe Ansatzvektor ~f 1���m der zweiten Stufe ist ~S-symmetrisch und~Q-periodisch. Dabei ist ~S = Sj ~Va
 ~Vb die Einschr�ankung von S und ~Q = Qj ~V1���m
 ~Va analogdie Einschr�ankung von Q auf die reduzierten R�aume.Beweis.1. ~S-Symmetrie:Unter Ausnutzung der Yang-Baxter-Gleichung in der Form66��@@ 66� � � � � � �2 332 =� � �� � � 66 @@I����



5.3. DIE SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNG 113sieht man, da� man ~S durch die ~Bs durchziehen kann, wobei die Variablen vertau-schen. Wegen a(�) = 1 gilt
2 2 2 2 2 2 22 66 66 � � �� � �=� � �� � � 66 @@I��� ;also ~Sij(ui � uj)~
���ij��� = ~
���ij���:Nutzt man noch die Symmetrie der Funktion ~g in den Variablen u1; � � � ; um aus,folgt die Behauptung.2. ~f 1���m ist ~Q-periodisch:Dieser Beweis ist nach den geleisteten Vorarbeiten ziemlich trivial. Nach Lemma 20reicht es, f�ur i = m zu zeigen, da� ~f 1���m ~Q-periodisch ist. Nach Bemerkung 1 istalso zu �uberpr�ufen, ob die Gleichungtra ~T ?Q1���m;a(~ujm) ~f(~u) = h ~A?Q(~ujm) + ~D?Q(~ujm)i ~f 1���m(~u) = ~f 1���m(~u 0)erf�ullt ist. Nach Satz 24 gilttra ~T ?Q1���m;a(~ujm) ~f(~u) = ~f 1���m(~u 0)+X~v kXi=1 �~�(i)A (~uj~v) + ~�(i)D (~uj~v)� ~BQ(~ujm) ~B(~ujvk) � � � \~B(~ujvi) � � � ~B(~ujv1)~
~g(~uj~v):Vertauscht man die Summen und f�uhrt die Umsummation ~v ! ~v 0 = ~v + �~ei f�urden ersten Teil der Klammer durch, so fallen nach Lemma 25 die unerw�unschtenBeitr�age weg.Theorem 29. Ist ~f 1���m ~S-symmetrisch und ~Q-periodisch, so ist auch der Bethe Ansatz-vektor f 1���n erster Stufe S-symmetrisch und Q-periodisch.Beweis.1. S-Symmetrie:Der Beweis verl�auft v�ollig analog zu dem in Theorem 28.2. Q-Periodizit�at:Wie schon im vorangegangenen Theorem reicht es, f�ur i = n zu zeigen, da� f 1���nQ-periodisch ist. Dies ist gleichbedeutend mittraT ?Q1���n;a(~xjn)f 1���n(~x) = �A?Q(~xjn) + [D?Q]��(~xjn)� f 1���n(~x) = f 1���n(~x 0);



114 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGwobei ~x 0 = ~x+ �~en. Nach Satz 26 gilt jedochtraT ?Q1���n;a(~xjn)f(~x) = f 1���n(~x 0) +X~u mXi=1 BQ�i(~xjn)�� B�m(~xjum) � � � \B�i(~xjui) � � �B�1(~xju1)
1���n�(~xj~u)�� �(i)A (~xj~u) h ~f 1���mi(u1; � � � ; um; ui)i�1����m�i+ �(i)D (~xj~u) h ~Q(u1; � � � ; um; uiji) ~f 1���mi(u1; � � � ; um; ui)i�1����m�i!:Da nach Voraussetzung ~f S-symmetrisch und Q-periodisch ist, gilth ~Q(u1; � � � ; um; uiji) ~f 1���mi(u1; � � � ; um; ui)i�1����m�i = h ~f 1���mi(u1; � � � ; um; u0i)i�1����m�imit u0i = ui+ �. Nach Vertauschung der Summen und Umsummation ~u! ~u 0 = ~u+�~ei f�ur den ersten Teil der Klammer, kann man daher h ~f 1���mi(u1; � � � ; um; u0i)i�1����m�iausklammern. Wegen Lemma 27 fallen die unerw�unschten Beitr�age dann v�ollig weg.5.4 H�ochste-Gewicht-Eigenschaft der Bethe Ansatz-vektorenBevor wir zu der Hauptaussage dieses Abschnitts kommen k�onnen, ben�otigen wir folgendesLemma 30 (Eigenwertgleichungen f�ur die Generatoren der spl(2; 1)).Die Generatoren der spl(2; 1) gen�ugen den EigenwertgleichungenM�0� 
 = 0 (�0 > 1) ~M32 ~
 = 0W�
 = �1�n
 ~W� ~
 = �2�m~
: (5.33)Beweis. Die Gleichungen folgen direkt aus der Darstellung (5.19).Daran anschlie�end haben wir direkt dasLemma 31. Anwendung des reduzierten Generators ~M32 auf den Bethe Ansatzvektor derzweiten Stufe ergibt die Darstellung~M32 ~f 1���m(~u)=X~v kXi=1 �~�(i)A (~uj~v) + ~�(i)D (~uj~v)� ~B(~ujvk) � � � \~B(~ujvi) � � � ~B(~ujv1)~
~g(~uj~v); (5.34)wobei f�ur die Hilfsfunktionen gilt~�(i)A (~uj~v) = Yl<i 1b(vi � vl)Yl>i �1b(vl � vi)~�(i)D (~uj~v) = �Yl<i 1b(vi � vl)Yl>i �1b(vl � vi) mYl=1 b(ul � vi):



5.4. H �OCHSTE-GEWICHT-EIGENSCHAFT DER BETHE ANSATZVEKTOREN 115Beweis. Aus (5.21) erhalten wir die Vertauschungsrelation~M32 ~B(v) = � ~B(v) ~M32 + ~A(v) + ~D?(v):Mit ~M32 ~
 = 0 aus Lemma 30 folgt~M32 ~B(~ujvk) � � � ~B(~ujv1)~
~g(~uj~v)= kXi=1 (�1)k�i ~B(~ujvk) � � � [ ~A(vi) + ~D?(vi)] � � � ~B(~ujv1)~
~g(~uj~v):Die Vertauschungsrelationen (5.13) und (5.17), sowie die Eigenwertgleichungen~A(v)~
 = ~
 und ~D?(v)~
 = � mYj=1 b(uj � v)~
ergeben die gew�unschte Struktur.Die ~�(i) lassen sich folgenderma�en bestimmen: Vertausche zuerst ~B(~ujvi) nach (5.9)direkt hinter ~M32 und vertausche es mit diesem. Dabei entstehen der Faktor Ql>i w(ui�ul)a(ui�ul)und der Operator ~A(~ujvi) + ~D?(~ujvi). Anschlie�end darf man, um Beitr�age zu ~�(i) zu er-halten, nur noch "gew�unscht\ vertauschen, wobei wie in Satz 24 die zus�atzlichen FaktorenQl 6=i a(vi�vl)b(vi�vl) (A-Teil) bzw. Ql 6=i �w(vl�vi)b(vl�vi) (D-Teil) erzeugt werden. Daraus folgt mit denoben genannten Eigenwertgleichungen, w(x)w(�x) = 1 (Unitarit�at) und w(�)b(�) = � 1b(��)(Lemma 45) die Behauptung. Im Prinzip ist das der gleiche Beweis wie in Satz 24, nurda� diesmal der Schritt der "ungew�unscht\-Vertauschung ein anderer war.Da� die Bethe Ansatzvektoren zweiter Stufe im reduzierten Raum so etwas wie eineH�ochste-Gewicht-Eigenschaft besitzen, besagt dasLemma 32. F�ur Bethe Ansatzvektoren ~f 1���m(~u) der zweiten Stufe gilt~M32 ~f 1���m(~u) = 0:Beweis. Mit ~v 0 = ~v + ~ei folgt nach Lemma 31 unter Ausnutzung der de�nierenden Rela-tionen (5.27) wegen~�(i)A (~uj~v 0)~g(~uj~v 0) =Yl<i 1b(vi � vl)Yl>i �1b(vl � vi) mYl=1  (ul � v0i) kYj=1j 6=i  (ul � vj)Yl<i ~� (vl � v0i)Yl>i ~� (v0i � vl) Y1�l<j�kl;j 6=i ~�(vl � vj)=Yl<i ~� (vl � v0i)b(vi � vl)Yl>i �~� (v0i � vl)b(vl � vi) mYl=1 b(ul � vi) (ul � vi) kYj=1j 6=i  (ul � vj)! Y1�l<j�kl;j 6=i ~�(vl � vj)= �~�(i)D (~uj~v)~g(~uj~v)nach Umsummation ~v ! ~v 0 des ersten Summanden in (5.34) sofort die Behauptung.Vergleiche dazu Lemma 25.



116 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNGDie Verallgemeinerung des letzten Lemmas auf Bethe Ansatzvektoren erster Stufe folgtunmittelbar.Satz 33 (H�ochste-Gewicht-Eigenschaft der Bethe Ansatzvektoren).Die Betheansatzvektoren f(~x) erster Stufe sind heighest-weight-Vektoren, d.h. f�ur �0 > �gilt M�0� f(~x) = 0.Beweis.1. Fall � = 1, �0 > 1:Die Vertauschungsrelationen (5.21) lauten f�ur � = 1, �0 > 1, � > 1 und � 0 = 1:M�01 B�(~xju) = ��0�B�(~xju)M�01 + ��0� A(~xju)� ��0�D?�0� (~xju):Au�erdem gilt M�01 
 = 0 wegen Lemma 30. Wir gehen wie �ublich vor, tauschenerst B�i(~xjui) nach vorne, dann einmal "ungew�unscht\ und anschlie�end nur noch"gew�unscht\. Dabei ergibt sichM�01 f 1���n(~x) =X~u mXi=1 ��0�iB�m(um) � � � \B�i(ui) � � �B�1(u1) Yj 6=i 1b(ui � uj)
�(~xj~u)[ ~f(u1; � � � ; um; ui)]�1����m�i+Yj 6=i 1b(uj � ui) nYj=1 b(xj�ui)
�(~xj~u)[ ~Q(u1; � � � ; um; uiji) ~f(u1; � � � ; um; ui)| {z }~f(u1;��� ;um;u0i) ]�1����m�i!:Ein kritischer Vergleich mit Theorem 29 zeigt, da� dies im wesentlichen nichts ande-res ist als dort und da� sich die Summanden durch die Summierung �uber ~u weghebensollten. In der Tat gilt mit ~u 0 = ~u+ �~eiYj 6=i 1b(u0i � uj)�(~xj~u 0) =Yj 6=i 1b(u0i � uj) nYl=1� (xl � u0i) mYj=1j 6=i  (xl � uj)���Yl<i �(ul � u0i)Yl>i �(u0i � ul) Y1�l<j�ml;j 6=i �(ul � uj)=Yl<i �(ul � u0i)b(u0i � ul)Yl>i �(u0i � ul)b(u0i � ul) nYl=1�b(xl�ui) (xl�ui)� mYj=1j 6=i  (xl�uj)Y1�l<j�ml;j 6=i �(ul�uj);wobei schon b(xl� ui) (xl� ui) =  (xl� u0i) (Gleichung (5.26)) ausgenutzt wordenist. Mit den anderen de�nierenden Relationen �(ul�u0i)b(u0i�ul) = �(ul�ui)b(ul�ui) (x = ul � ui) und�(u0i�ul)b(u0i�ul) = �(ui�ul)b(ul�ui) (x = u0i � ul) aus (5.26) folgt dann weiterYj 6=i 1b(u0i � uj)�(~xj~u 0) =Yl<i �(ul � ui)b(ul � ui)Yl>i �(ui � ul)b(ul � ui) nYl=1�b(xl � ui) (xl � ui)��� mYj=1j 6=i  (xl � uj) Y1�l<j�ml;j 6=i �(ul � uj) =Yj 6=i 1b(uj � ui) nYj=1 b(xj � ui)�(~xj~u):



5.4. H �OCHSTE-GEWICHT-EIGENSCHAFT DER BETHE ANSATZVEKTOREN 1172. Fall � = 2, �0 = 3:Die Vertauschungsrelationen (5.21) lauten f�ur � = 2, �0 = 3, � > 1 und � 0 = 1:M32B�(~xju) = �3�B�(~xju)M32 + �3�B2(~xju):Danach erhalten wir wegen M32
 = 0 und (5.19)M32 f 1���n(~x) = mXj=1 �3�m � � ��3�j+1B�m(um) � � � �3�jB2(uj) � � �B�1(u1)
[g(~u)]�1����m= B�m(um) � � �B�1(u1)
[ ~M32 g(~u)]�1����m:Nach Lemma 32 verschwindet dies.Den letzten Schritt zu einer vollst�andigen Klassi�kation der L�osungen ist gegebendurchSatz 34. Die Betheansatzvektoren erster Stufe sind Eigenvektoren zu den Gewichtsope-ratoren mit W�f(~x) = w�f(~x) = 8<: (n�m)f(~x) ; � = 1(m� k)f(~x) ; � = 2k f(~x) ; � = 3:Beweis.1. Fall � = 1:Die Vertauschungsrelation (5.21) lauten f�ur � = �0 = � 0 = 1 und � > 1:W1B�(~xju) = B�(~xju)W1 � B�(~xju):Daraus ergibt sich mit Lemma 30 sofortW1f 1���n(~x)=X~u B�m(um) � � �B�1(u1)(W1 �m)
1���n[g1���m(~xj~u)]�1����m = (n�m)f 1���n(~x)und damit die Behauptung.2. Fall � > 1:Die Vertauschungsrelationen (5.21) lauten f�ur � = �0 > 1, � > 1 und � 0 = 1:W�B�(~xju) = B�(~xju)W� + ���B�(~xju):Damit erhalten wir mit Lemma 30 und (5.23)W�f 1���n(~x) = X~u B�m(um) � � �B�1(u1)(W� + mXj=1 ��j� )
1���n[g1���m(~xj~u)]�1��������m= X~u B�m(um) � � �B�1(u1)
1���n�(~xj~u)[ ~W� ~f 1���m(~u)]�1����m:Das Problem ist also auf die zweite Stufe reduziert worden, die im folgenden genaueruntersucht werden wird.



118 KAPITEL 5. SPL(2; 1)-MATRIX-DIFFERENZENGLEICHUNG(a) Fall � = 2:Analog zum Fall � = 1 folgt~W2 ~f 1���m(~u) = (m� k) ~f 1���m(~u):(b) Fall � = 3:Die Vertauschungsrelationen (5.21) lauten f�ur � = �0 = � = 3 und � 0 = 2:~W3 ~B(~ujv) = ~B(~ujv) ~W3 + ~B(~ujv):Daraus folgt mit Lemma 30~W3 ~f 1���m(~u) =X~v ~B(~ujvk) � � � ~B(~ujv1)( ~W3 + k)~
1���m~g(~uj~v) = k ~f 1���m(~u):Damit ist der Beweis vollendet.



Anhang ALSZ-Reduktion f�ur skalare FelderIn diesem Abschnitt sollen die Grundlagen dargestellt werden, die zu den Crossing-Relationen von S-Matrizen und Formfaktoren f�uhren. Das Vorgehen geht auf Lehmann,Symanzik und Zimmermann (siehe [46] und [47]) zur�uck, daher der Name. Wir wollenannehmen, da� die �� komplexe skalare Felder sind und da� diese Felder asymptotischfrei sind, d.h. es existieren freie Felder �in� (x) � ��(x) f�ur x0 ! �1 und �out� (x) � ��(x)f�ur x0 ! 1. Der Limes ist dabei ein schwacher Limes, d.h. nicht die Operatoren selbstkonvergieren, sondern nur alle Matrixelemente1.Freie skalare Felder lassen sich in L�osungen der Klein-Gordon-Gleichung K := (2 +m2) = 0 entwickeln. Diese sind bekanntlichf~k(x) = 1(2�)32!~k e�ikx mit !k = k0 =qm2 + ~k2:Ebenso ist f �~k (x) eine L�osung. Dies f�uhrt zu der Entwicklung2�in=out� (x) = Z d3k(2�)32!~k �e�ikxain=out� (~k) + e+ikxain=out�� (~k)y� :Unter Ausnutzung von Orthogonalit�atsrelationen des Funktionensystems ff~k; f �~kg folgendie Umkehrformeln ain=out� (~k) = i Z d3xe+ikx !@0 �in=out� (x);ain=out�� (~k)y = �i Z d3xe�ikx !@0 �in=out� (x): (A.1)Wie �ublich ist dabei h !@0 g = h@0g � (@0h) g. Wegen ��� = �y� gelten diese Formeln auch,wenn man � durch �� ersetzt, wie es auch sein mu�, wenn diese Gleichungen einen univer-sellen Sinn haben sollen.Betrachte nun Matrixelemente T := outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jO(x)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin.Beachte, da� f�ur die Zust�ande j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)i statt j(~q1; �1); � � � ; (~qm; �m)i ge-schrieben wird. Diese Schreibweise soll andeuten, da� die Energiekomponenten q0i mitber�ucksichtigt werden. Es werden sich sp�ater Ausdr�ucke ergeben, die formal als Zust�ande1F�ur genaueres siehe [7].2In der Literatur ist es �ublich, ain�� (k)y = bin� (x)y zu setzen.119



120 ANHANG A. LSZ-REDUKTION F�UR SKALARE FELDERmit Teilchen mit negativer Energie betrachtet werden k�onnen. Sie werden als analytischeFortsetzung zu verstehen sein, da negative Energien unphysikalisch sind.Das Ziel ist es, Teilchen von der in-Seite auf die out-Seite zu ziehen oder umgekehrt.T = outh(pn; ��n); � � � ; (p2; ��2)j�aout��1 (~p1)O(x)�O(x)ain��1 (~p1)+O(x)ain��1 (~p1)�j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin:Im n�achsten Schritt werden f�ur die ersten beiden Vernichtungsoperatoren die Darstellun-gen (A.1) verwendet, um zuT = outh(pn; ��n); � � � ; (p2; ��2)jO(x)ain��1 (~p1)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin + i Z d3ye+ip1y !@0outh(pn; ��n); � � � ; (p2; ��2)j��out��1 (y)O(x)�O(x)�in��1 (y)�j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iinzu gelangen. Der erste Term, den wir im weiteren T 01 nennen wollen, hei�t nichtzusam-menh�angender Anteil von T bez�uglich p1, da o�enbar �-Funktionen auftreten, die p1enthalten. Da das urspr�ungliche Matrixelement T nicht von y0 abh�angen kann, ist esuns freigestellt, f�ur den Ausdruck �out��1 (y)O(x) sehr gro�e Werte von y0 anzunehmen undf�ur O(x)�in��1 (y) sehr kleine Werte von y0. In diesen Bereichen k�onnen jedoch out- undin-Feld beide durch das Feld ���1(y) beschrieben werden. F�ugt man dann noch geeigneteinen Zeitordnungsoperator T ein und dreht die Wirkungsweise des Operators !@0 um, sofolgtT = T 01 � i( limy0!1� limy0!�1) Z d3youth(pn; ��n); � � � ; (p2; ��2)jT [O(x)���1(y)] j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin !@0 e+ip1y:Mit (limy0!1� limy0!�1) R d3y = R dy0@0 R d3y = R d4y@0 und @0(g !@0 h) = g@20h �(@20g)h ergibt sichT = T 01 � i Z d4y outh(pn; ��n); � � � ; (p2; ��2)j(T �O(x)(@20���1(y))e+ip1y�� T �O(x)���1(y)@20e+ip1y�)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin:Im n�achsten Schritt ersetzen wir @20e+ip1y durch (��m2)e+ip1y, was m�oglich ist, da e+ip1ynach Voraussetzung die Klein-Gordon-Gleichung erf�ullt. Mit einer anschlie�enden zwei-fachen partiellen Integration k�onnen wir den Laplaceoperator auf das Feld ���1 abw�alzen.Dabei entstehen keine Randterme, wenn ���1 im Unendlichen gen�ugend stark abf�allt. InFormeln bedeutet diesT = T 01 � i Z d4y e+ip1youth(pn; ��n); � � � ; (p2; ��2)jT �O(x)(@20 ��+m2)���1(y)� j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin:Auf analoge Weise ist es m�oglich, ein Teilchen von der in-Seite auf die out-Seite zu ziehen.Im folgenden Satz wollen wir noch einmal dieses Ergebnis festhalten.



121Satz 35 (LSZ-Reduktionsformeln (out-in)).Bringt man beim Matrixelement outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jO(x)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin daserste Teilchen von der linken auf die rechte Seite, so giltouth(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jO(x)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin= outh(pn; ��n); � � � ; (p2; ��2)jO(x)ain��1 (~p1)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin� i Z d4y e+ip1y outh(pn; ��n); � � � ; (p2; ��2)jT [O(x)K���1(y)] j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin: (A.2)Bringt man hingegen das erste Teilchen von der rechten auf die linke Seite, so giltouth(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jO(x)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iin= outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jaout�1 (~q1)yO(x)j(q2; �2); � � � ; (qm; �m)iin� i Z d4y e�iq1y outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jT [O(x)K���1(y)] j(q2; �2); � � � ; (qm; �m)iin: (A.3)Die gleichen Formeln gelten, wenn man links die in- und rechts die out-Zust�ande hat undgleichzeitig sowohl die Vorzeichen des Integralanteils umdreht als auch den Zeitordnungs-operator T durch den Antizeitordnungsoperator T � ersetzt.�Ahnliche �Uberlegungen sollen nun f�ur das MatrixelementT := outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jO(x)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)ioutdurchgef�uhrt werden. Das Ziel ist diesmal, Teilchen von der rechten Seite auf die lin-ke zu ziehen. Auf den ersten Blick mag dies nicht viel Sinn machen, da dann in-Erzeugungsoperatoren auf out-Vernichtungsoperatoren tre�en. Im Spezialfall faktorisie-render Streutheorien lassen sich trotzdem wichtige Ergebnisse ableiten.T = outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)j�O(x)aout�1 (~q1)y � ain�1(~q1)yO(x)+ ain�1(~q1)yO(x)�j(q2; �2); � � � ; (qm; �m)iout:Verwendung von (A.1) f�ur die ersten beiden Erzeugungsoperatoren ergibtT = outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jain�1(~q1)yO(x)j(q2; �2); � � � ; (qm; �m)iout � i Z d3ye�iq1y !@0outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)j�O(x)�out��1 (y)� �in��1(y)O(x)�j(q2; �2); � � � ; (qm; �m)iout:Der erste Term soll wieder T 01 genannt werden. F�ur den Ausdruck O(x)�out��1 (y) w�ahlen wirwieder y0 !1 und f�ur �in��1(y)O(x) analog y0 ! �1. Darstellung durch das Feld ���1(y),Einf�ugen eines Anti-Zeitordnungsoperator T � und Umdrehen der Wirkungsweise des Ope-rators  !@0 liefert dannT = T 01 + i( limy0!1� limy0!�1) Z d3youth(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jT �hO(x)���1(y)ij(q2; �2); � � � ; (qm; �m)iout !@0 e�iq1y= T 01 + i Z d4y outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)j�T ��O(x)(@20���1(y))e�iq1y��T ��O(x)���1(y)@20e�iq1y��j(q2; �2); � � � ; (qm; �m)iout:



122 ANHANG A. LSZ-REDUKTION F�UR SKALARE FELDERDas Resultat der Verwendung der Klein-Gordon-Gleichung f�ur e�iq1y und Abw�alzen desLaplaceoperators auf das Feld ist dasLemma 36 (LSZ-Reduktionsformel (out-out)).Matrixelemente eines lokalen Operators mit out-Zust�anden erlauben die Entwicklungouth(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jO(x)j(q1; �1); � � � ; (qm; �m)iout= outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jain�1(~q1)yO(x)j(q2; �2); � � � ; (qm; �m)iout+ i Z d4y e�iq1y outh(pn; ��n); � � � ; (p1; ��1)jT � [O(x)K���1(y)] j(q2; �2); � � � ; (qm; �m)iout:(A.4)



Anhang BBeweis des verallgemeinertenWick-TheoremsEs soll hier das verallgemeinerte Wick-Theorem bewiesen werden, das bereits in Ab-schnitt 2.4.3 vorgestellt worden ist.Theorem 37 (Verallgemeinertes Wick-Theorem).F�ur die verallgemeinerten Normalprodukte aus Kapitel 2 gelten die Gleichungen1Z(�1) � � �Z(�n) = X8Kontr. � � �: Z(�1) � � � � � � � � � � � �Z(�n) :.Beweis.(a) In einem ersten Schritt wird induktiv die Gleichung: Z(�1) � � �Z(�n) : Z(�0) = : Z(�1) � � �Z(�n)Z(�0) :+ nXk=1 : Z(�1) � � �Z(�k) � � �Z(�n)Z(�0) :,bewiesen, die f�ur n = 1 wegen (2.27) gerade die Vertauschungsrelation (2.26) wieder-gibt, also o�ensichtlich richtig ist. In einem zweiten Schritt wird dann die eigentlicheAussage gezeigt. Es sind folgende Fallunterscheidungen notwendig:(i) �n 2 R � i�:Z(�n) ist ein Erzeugungsoperator und kann nach einer Verschiebung ans linkeEnde des Normalprodukts dort herausgezogen werden. Es gilt alsoT = : Z(�1) � � �Z(�n) : Z(�0) = n�1Yi=1 S(�i��n) : Z(�n)Z(�1) � � �Z(�n�1) : Z(�0)= n�1Yi=1 S(�i � �n)Z(�n) : Z(�1) � � �Z(�n�1) : Z(�0):1Die Summe �uber alle Kontraktionen schlie�t insbesondere auch den Fall ein, da� keine Kontraktionauftritt! 123



124 ANHANG B. BEWEIS DES VERALLGEMEINERTEN WICK-THEOREMSAnwendung der Induktionsvoraussetzung auf den hinteren Term ergibtT = n�1Yi=1 S(�i � �n)Z(�n)�: Z(�1) � � �Z(�n�1)Z(�0) :+ n�1Xk=1 : Z(�1) � � �Z(�k) � � �Z(�n�1)Z(�0) :�.Anschlie�end kann der Operator Z(�n) mit Hilfe der S-Matrizen auf seinenurspr�unglichen Platz gebracht werden. Au�erdem kann die Summe um denTerm 0 = : Z(�1) � � �Z(�n)Z(�0) :erweitert werden, da die Kontraktion zwischen Z(�n) und Z(�0) verschwindet,womit die Behauptung bewiesen ist.(ii) �n 2 R:Z(�n) ist diesmal ein Vernichtungsoperator, kann also rechts aus dem Normal-produkt herausgezogen werden. Daraus folgtT = : Z(�1) � � �Z(�n) : Z(�0)= : Z(�1) � � �Z(�n�1) : �S(�n � �0)Z(�0)Z(�n) + 2��(�n � �0 � i�)�:Anwendung der Induktionsvoraussetzung und der Beziehung2��(�n � �0 � i�) : Z(�1) � � �Z(�n�1) : = : Z(�1) � � �Z(�n)Z(�0) :ergibt dannT = S(�n � �0)�: Z(�1) � � �Z(�n�1)Z(�0) :+n�1Xk=1 : Z(�1) � � �Z(�k) � � �Z(�n�1)Z(�0) :�Z(�n)+ : Z(�1) � � �Z(�n)Z(�0) ::Zieht man den Operator Z(�n) wieder in das Normalprodukt und vertauschtihn mit Z(�0), wobei die S-Matrix verschwindet, erh�alt man die Behauptung.(b) Auch die eigentliche Behauptung soll per Induktion gezeigt werden. Der Indukti-onsanfang war Gegenstand von (a). Es wird daher angenommen, da� die GleichungZ(�1) � � �Z(�n�1) = X8Kontr � � �: Z(�1) � � � � � � � � � � � �Z(�n�1) :f�ur ein gewisses n richtig ist. Dann giltZ(�1) � � �Z(�n�1)Z(�n) = X8Kontr � � �: Z(�1) � � � � � � � � � � � �Z(�n�1) :Z(�n):Bei der Hinzunahme von Z(�n) unter das Normalprodukt treten nach (a) noch ein-mal s�amtliche Kontraktionen dieses Operators mit den in den einzelnen Summandennoch nicht kontrahierten Operatoren auf. Das beweist die Behauptung.



Anhang CKonsistenz des neu postuliertenFusionsprozesses imSinus-Gordon-ModellIn Lemma 6 wurde implizit ein Fusionsproze� postuliert, der sich als f�ur die Lokalit�atdes Modells unbedingt notwendig herausstellte, jedoch in der Literatur bisher noch nichtdiskutiert worden ist. Darum soll an dieser Stelle kurz gezeigt werden, da� seine Existenzkonsistent ist mit der Bootstrap-Gleichung (1.19). Genauer wird die Identit�atSbls(�1 � i��2 � �) = Sbk+ls(�1 � �)Sbks(�2 � �)bewiesen, wobei �1 � �2 = i�(1 � �2 l). Dieser Proze� ist in Abbildung C.1 dargestellt.Vergleiche auch die Angaben aus Tabelle 3.3. Mit �0 = �1��� i��2 k folgt �1�� = �0+ i��2 kund �2� � = �0+ i��2 (k+ l)� i�. Nach der Ersetzung �0 ! � hat man dann die BeziehungSbls(�) = Sbk+ls�� + i��2 k�Sbks�� + i��2 (k + l)� i�� (C.1)zu �uberpr�ufen. Zur Abk�urzung setzes(�)j = sin 12i�� � i�2 (1 + �j)�:ss
� ��2 �2�1 �1� �s s
bl blbk+l bk bkbk+l=���@@@@@@@

@@ ������������� @@@@@@@@@
��������� ���� �� � =Nullstelle� =Pol

--�i�� i�2 ����������������������������������������
��������������������0i�2

i� ��������������������
Abbildung C.1: Konsistenzbedingung f�ur den Fusionsproze� bk+l + bk ! bl und Pol- bzw.Nullstellenstruktur der beteiligten S-Matrizen.125



126 ANHANG C. KONSISTENZ DES NEU POSTULIERTEN FUSIONSPROZESSESDann gilt Sbjs�� + i��2 k� = (�1)j s(+)j+ks(�)j�k s(+)k�js(�)�(j+k) s(+)j+k�2s(�)j�k�2 � � � s(+)k�j+2s(�)�(j+k)+2!2und Sbjs�� � i� + i��2 k� = (�1)j s(�)�(j+k)s(+)k�j s(�)j�ks(+)j+k s(�)�(j+k)+2s(+)k�j+2 � � � s(�)j�k�2s(+)j+k�2!2:Letzteres folgt aus sin 12i�� � i� � i�2 (1 + �j)� = sin 12i�� � i�2 (1� �j)� und der Tatsache,da� die Vorzeichen, die durch die an einigen Stellen notwendige Ersetzung �i� ! +i�entstehen, sich gegenseitig wegheben. Die rechte Seite von (C.1) schreibt sich damit(�1)k+l s(+)2k+ls(�)l s(+)�ls(�)�(2k+l) s(+)2k+l�2s(�)l�2 � � � s(+)�l+2s(�)�(2k+l)+2!2 �� (�1)k s(�)�(2k+l)s(+)l s(�)�ls(+)2k+l s(�)�(2k+l)+2s(+)l+2 � � � s(�)�l�2s(+)2k+l�2!2 = (�1)l s(+)ls(�)l s(+)�ls(�)�l  s(+)l�2s(�)�l+2 � � � s(+)l�2s(�)�l+2!2:Der letzte Ausdruck ist gerade die linke Seite von (C.1). Die Pol- und Nullstellenstrukturder beteiligten S-Matrizen ist der �Ubersichtlichkeit wegen f�ur k = 3; l = 2 noch einmalin Abbildung C.1 dargestellt. Das Resultat �ubertr�agt sich durch die Crossing-Relationder S-Matrix auf die Streuung mit einem Antisoliton. Die Konsistenz bei der Streuungmit anderen Breathern sieht man, indem man diese durch ein Solitonen-Antisolitonenpaarausdr�uckt und die gerade bewiesene Beziehung verwendet.



Anhang DAnalysen und Nebenrechnungen
D.1 Analyse des Beweises von SmirnovIn diesem Abschnitt werden die in Kapitel 4 zitierten Vorzeichenfehler, die in SmirnovsBuch [16] auftreten, untersucht und aufgezeigt, wie sie in seiner Nomenklatur behobenwerden k�onnen. Da� irgendwo ein Fehler enthalten sein mu�, erkennt man schon an Glei-chung (S28), wenn man sie sich f�ur den Fall A = f�g hinschreibt. Sie widerspricht dannwegen des Faktors (�1)jB2j der Gleichung (2.14), die oben unter Annahme der maxima-len Analytizit�at bewiesen worden ist. Sie wird allerdings richtig, wenn man den Faktor(�1)jB2j bei Smirnov wegl�a�t. Das gleiche Problem tritt in Gleichung (S29) auf. Dortmu� ebenfalls der Faktor (�1)jB2j gestrichen werden. Durch die ungew�ohnliche und nichtbesonders logische Nomenklatur ist das Verst�andnis von Smirnovs Beweis und damit dasAu�nden der Ursache des Fehlers ein sehr schwieriges Unterfangen gewesen. Eine weitereErschwernis bestand darin, da� diese Formeln ohne n�ahere Angaben einfach "postuliert\worden sind.Im von mir vorgestellten Beweis in Kapitel 4 werden zu den beiden oben genanntenanaloge Formeln direkt per Iteration aus den Crossing-Relationen (2.13) abgeleitet. Smir-nov hingegen geht den Umweg �uber eine au�erordentlich komplizierte Verallgemeinerungder Gleichung (2.19), die die kinematischen Pole der Formfaktoren beschreibt, und be-weist damit die �Aquivalenz der Gleichungen (S28) und (S29), von denen er eine als wahrvoraussetzt. Im Prinzip sollte dieser Weg auch begehbar sein. Es scheint jedoch so zusein, als ob die Formel (S30), die zum Beweis der �Aquivalenz verwendet wird, auch einenVorzeichenfehler beinhaltet, der freilich weniger o�ensichtlich ist, als die anderen beidengenannten. Es soll hier noch angegeben werden, wie die Fehler korrigiert werden k�onnen:Wenn in (S30) statt des Faktors (�1)jB3j der Faktor (�1)jB2j auftreten w�urde, w�aren dieFaktoren (�1)jB2j in den Gleichungen (S28) und (S29) nicht mehr n�otig sind, um diedem Lemma S1 analoge Aussage zu zeigen. Von diesen �Anderungen abgesehen m�u�te derBeweis nicht modi�ziert werden.D.2 Argument des ExponentialfaktorsLemma 38. Der Ausdruck�iP (C)x = �i X(
;�)2Cm� �ch (
)x0 � sh (
)x1�127



128 ANHANG D. ANALYSEN UND NEBENRECHNUNGENhat unter der Voraussetzung x0 = 0 f�ur x1 < 0 einen negativen Realteil, falls Im 
 2(��; 0). Entsprechendes gilt f�ur x1 > 0, falls Im 
 2 (0; �).Beweis. Zerlege 
 in Real- und Imagin�arteil: 
 = � + i�. Eine einfache Rechnung unterAusnutzung eines Additionstheorems und der Beziehungen ch (i�) = cos(�) bzw. sh (i�) =i sin(�) ergibtsh (
) = sh (� + i�) = sh (�)ch (i�) + ch (�)sh (i�) = sh (�) cos(�) + ich (�) sin(�):Damit haben wir Re (�iP (C)x) = � X(
;�)2Cm�ch (�) sin(�)x1:Ist schon x1 < 0, so mu� o�enbar � 2 (��; 0) gelten, falls dies kleiner als 0 sein soll. F�urx1 > 0 folgt umgekehrt � 2 (0; �).



Anhang ERechnungen zurMatrixdi�erenzengleichung
E.1 Beweis der Unitarit�atProposition 39. Die gegebene S-Matrix ist unit�ar, d.h. es gilt Sab(�)Sba(��) = 1(vgl. (5.1)).Beweis. Die einzigen Matrixelemente, die potentiell nicht verschwinden, sind� ��� a(�)a(��) = 1=���@@I���@@��

� @@I���@@��@@I���@@�� = c(�)c(��) + b(�)b(��) = K2K2��2 + ��2K2��2 = 1�� ���+ �� ���� ���� ��� ��� =���@@I���@@��
� @@I���@@��@@I���@@�� = c(�)b(��) + b(�)c(��) = KK+� � ��K�� + �K+� � KK�� = 0� ����+ �� ���� ��� �� ��� �� =���@@I���@@�� 3 333 w(�)w(��) = K��K+� K+�K�� = 1=���@@I���@@�� :Alle anderen verschwinden, da die Teilchenzahlerhaltung der einzelnen Teilchensortennicht gew�ahrleistet ist. 129



130 ANHANG E. RECHNUNGEN ZUR MATRIXDIFFERENZENGLEICHUNGE.2 Beweis der Yang-Baxter-GleichungDie Yang-Baxter-Gleichungen lauten bekanntlichS12(v12)S13(v13)S23(v23) = S23(v23)S13(v13)S12(v12)bzw. graphisch
@@@I����6V3 V2 V1 V3 V2 V1V3V2V1V3V2V1 =����@@@I 6 : (E.1)Diese Relation soll jetzt allgemein auf allen Basiselementen von V1 
 V2 
 V3 getestetwerden.Proposition 40. Die angegebene S-Matrix erf�ullt die Yang-Baxter-Gleichungen.

Beweis. F�ur die linke Seite gilt o�enbar1S12(v12)S13(v13)S23(v23)x
 y 
 z= S12(v12)S13(v13) [�yzb(v23)x
 z 
 y + c(v23)x
 y 
 z]= S12(v12)f�yzb(v23) [�xzb(v13)z 
 x
 y + c(v13)x
 z 
 y]+ c(v23) [�xyb(v13)y 
 x
 z + c(v13)x
 y 
 z]g= �yzb(v23)�xzb(v13) [�xyb(v12)z 
 y 
 x+ c(v12)z 
 x
 y]+ �yzb(v23)c(v13) [�yzb(v12)x
 y 
 z + c(v12)x
 z 
 y]+ c(v23)�xyb(v13) [�xzb(v12)y 
 z 
 x+ c(v12)y 
 x
 z]+ c(v23)c(v13) [�yzb(v12)x
 z 
 y + c(v12)x
 y 
 z]= x
 y 
 z [c(v12)c(v13)c(v23) + b(v12)b(v23)c(v13)]+ x
 z 
 y [�yzb(v23)c(v12)c(v13) + �yzb(v12)c(v13)c(v23)]+ y 
 x
 z [�xyb(v13)c(v12)c(v23)]+ y 
 z 
 x [�xy�xzb(v12)b(v13)c(v23)]+ z 
 x
 y [�xz�yzb(v13)b(v23)c(v12)]+ z 
 y 
 x [�xy�xz�yzb(v12)b(v13)b(v23)] :1Achtung: Man mache sich anhand von (1.10) klar, auf welche Bestandteile des Produktzustandes dieOperatoren jeweils wirken!



E.3. BEWEIS DER VERTAUSCHUNGSRELATIONEN 131Dagegen erh�alt man auf der rechten SeiteS23(v23)S13(v13)S12(v12)x
 y 
 z= S23(v23)S13(v13) [�xyb(v12)y 
 x
 z + c(v12)x
 y 
 z]= S23(v23)f�xyb(v12) [�xzb(v13)y 
 z 
 x + c(v13)y 
 x
 z]+ c(v12) [�yzb(v13)x
 z 
 y + c(v13)x
 y 
 z]g= �xyb(v12)�xzb(v13) [�yzb(v23)z 
 y 
 x + c(v23)y 
 z 
 x]+ �xyb(v12)c(v13) [�xyb(v23)x
 y 
 z + c(v23)y 
 x
 z]+ c(v12)�yzb(v13) [�xzb(v23)z 
 x
 y + c(v23)x
 z 
 y]+ c(v12)c(v13) [�xyb(v23)y 
 x
 z + c(v23)x
 y 
 z]= x
 y 
 z [c(v12)c(v13)c(v23) + b(v12)b(v23)c(v13)]+ x
 z 
 y [�yzb(v13)c(v12)c(v23)]+ y 
 x
 z [�xyb(v12)c(v13)c(v23) + �xyb(v23)c(v12)c(v13)]+ y 
 z 
 x [�xy�xzb(v12)b(v13)c(v23)]+ z 
 x
 y [�xz�yzb(v13)b(v23)c(v12)]+ z 
 y 
 x [�xy�xz�yzb(v12)b(v13)b(v23)] :Wie man sieht, sind einige Terme von vornherein identisch. Damit auch die anderenverschwinden, mu� die Funktionalgleichung[b(v12)c(v23) + b(v23)c(v12)] c(v13) = b(v13)c(v12)c(v23)erf�ullt sein. Dies ist o�enbar f�ur unsere Wahl der Gewichte richtig:[b(v12)c(v23) + b(v23)c(v12)] c(v13)= � v1 � v2v1 � v2 +K � Kv2 � v3 +K + v2 � v3v2 � v3 +K � Kv1 � v2 +K � Kv1 � v3 +K= v1 � v3v1 � v3 +K � Kv1 � v2 +K � Kv2 � v3 +K = b(v13)c(v12)c(v23):
E.3 Beweis der VertauschungsrelationenLemma 41. Aus der durch S de�nierten Yang-Baxter-Struktur folgt:1. Die Komponenten der Monodromiematrix erf�ullen nach (5.2) die folgenden Vertau-schungsrelationen:(a) Aus (�; �; 
; �) = (1; 1; i; j) folgta(u1 � u2)Bi(~xju2)Bj(~xju1) = Bj0(~xju1)Bi0(~xju2)Si0j0ji (u1 � u2):



132 ANHANG E. RECHNUNGEN ZUR MATRIXDIFFERENZENGLEICHUNG(b) Aus (�; �; 
; �) = (1; i; j; k) folgtb(u1 � u2)Dij(~xju2)Bk(~xju1) + c(u1 � u2)Bj(~xju2)Dik(~xju1)= Bk0(~xju1)Dij0(~xju2)Sj0k0kj (u1 � u2)) Dij(~xju2)Bk(~xju1) = 1b(u1 � u2)Bk0(~xju1)Dij0(~xju2)Sj0k0kj (u1 � u2)� c(u1 � u2)b(u1 � u2)Bj(~xju2)Dik(~xju1):(c) Durch Multiplikation der letzten Gleichung mit bestimmten � erh�alt man unterAusnutzung der FermionenerhaltungD?ij(~xju2)Bk(~xju1)= �ik 1b(u1 � u2)Bk0(~xju1)D?ij0(~xju2)Sj0k0kj (u1 � u2)� �ik c(u1 � u2)b(u1 � u2)Bj(~xju2)D?ik(~xju1):Graphisch ist dies leicht zu verstehen.(d) Aus (�; �; 
; �) = (1; 1; i; 1) folgta(u1 � u2)Bi(~xju2)A(~xju1)= b(u1 � u2)A(~xju1)Bi(~xju2) + c(u1 � u2)Bi(~xju1)A(~xju2)) A(~xju2)Bi(~xju1) = a(u2 � u1)b(u2 � u1)Bi(~xju1)A(~xju2)� c(u2 � u1)b(u2 � u1)Bi(~xju2)A(~xju1):2. Die Komponenten der reduzierten Monodromiematrix erf�ullen nach (5.2) die folgen-den Vertauschungsrelationen:(a) Aus (�; �; 
; �) = (2; 2; 3; 2) folgta(u1�u2) ~B(~xju2) ~A(~xju1) = b(u1�u2) ~A(~xju1) ~B(~xju2)+c(u1�u2) ~B(~xju1) ~A(~xju2)) ~A(~xju2) ~B(~xju1) = a(u2 � u1)b(u2 � u1) ~B(~xju1) ~A(~xju2)�c(u2 � u1)b(u2 � u1) ~B(~xju2) ~A(~xju1):(b) Aus (�; �; 
; �) = (2; 3; 3; 3) folgtc(u1�u2) ~B(~xju2) ~D(~xju1)+b(u1�u2) ~D(~xju2) ~B(~xju1) = w(u1�u2) ~B(~xju1) ~D(~xju2)) ~D(~xju2) ~B(~xju1) = w(u1 � u2)b(u1 � u2) ~B(~xju1) ~D(~xju2)�c(u1 � u2)b(u1 � u2) ~B(~xju2) ~D(~xju1):(c) Durch Multiplikation der vorigen Gleichung mit geeigneten � und unter Aus-nutzung der Fermionenerhaltung ergibt sich~D?(~xju2) ~B(~xju1) = �w(u1 � u2)b(u1 � u2) ~B(~xju1) ~D?(~xju2) + c(u1 � u2)b(u1 � u2) ~B(~xju2) ~D?(~xju1):Dies l�a�t sich wieder leicht graphisch verstehen.



E.3. BEWEIS DER VERTAUSCHUNGSRELATIONEN 133(d) Aus (�; �; 
; �) = (2; 2; 3; 3) folgta(u1 � u2) ~B(~xju2) ~B(~xju1) = w(u1 � u2) ~B(~xju1) ~B(~xju2):3. Es gelten folgende Vertauschungsrelationen f�ur die Komponenten der modi�ziertenMonodromiematrix TQ:(a) Aus (5.3) folgt mit (�; �; 
; �) = (1; 1; j; 1)AQ(~xji)Bj(~xju) = a(xi � u)b(x0i � u)Bj(~x0ju)AQ(~xji) � c(x0i � u)b(x0i � u)BQj (~xji)A(~xju):(b) Aus (5.4) folgt mit (�; �; 
; �) = (1; j; k; l)DQjk (~xji)Bl(~xju)= 1b(u� xi)Bl0(~x0ju)DQjk0 (~xji)Sk0l0lk (u� x0i)� c(u� xi)b(u� xi)BQk (~xji)Djl (~xju):(c) Aus der vorigen Gleichung erh�alt manD?Qjk (~xji)Bl(~xju)= �jl 1b(u� xi)Bl0(~x0ju)D?Qjk0 (~xji)Sk0l0lk (u�x0i)��jl c(u� xi)b(u� xi)BQk (~xji)D?jl (~xju):(d) Aus (5.3) folgt mit (�; �; 
; �) = (1; 1; j; k)Bj(~x0ju)BQk (~xji) = 1a(xi � u)BQk0(~xji)Bj0(~xju)Sj0k0kj (xi � u):4. Die Komponenten der reduzierten modi�zierten Monodromiematrix ~TQ erf�ullen diefolgenden Vertauschungsrelationen:(a) Aus (5.3) folgt mit (�; �; 
; �) = (2; 2; 3; 2)~AQ(~xji) ~B(~xju) = a(xi � u)b(x0i � u) ~B(~x0ju) ~AQ(~xji)� c(x0i � u)b(x0i � u) ~BQ(~xji) ~A(~xju):(b) Aus (5.4) folgt mit (�; �; 
; �) = (2; 3; 3; 3)~DQ(~xji) ~B(~xju) = w(u� x0i)b(u� xi) ~B(~x0ju) ~DQ(~xji)� c(u� xi)b(u� xi) ~BQ(~xji) ~D(~xju):(c) Aus der vorigen Gleichung folgt~D?Q(~xji) ~B(~xju) = �w(u� x0i)b(u� xi) ~B(~x0ju) ~D?Q(~xji) + c(u� xi)b(u� xi) ~BQ(~xji) ~D?(~xju):(d) Aus (5.3) folgt mit (�; �; 
; �) = (2; 2; 3; 3)~B(~x0ju) ~BQ(~xji) = w(x0i � u)a(xi � u) ~BQ(~xji) ~B(~xju):



134 ANHANG E. RECHNUNGEN ZUR MATRIXDIFFERENZENGLEICHUNGLemma 42. Die Yang-Baxter-Struktur induziert die VertauschungsrelationenM�0� T ?�0� (u)� ������0��0���0�0T ?�0� (u)M�0� = ��0� T ?�0� (u)� ������0��0���0�0��0� T ?�0� (u)f�ur die Generatoren der spl(2; 1) und die fermionischen Monodromiematrizen.Beweis. Entwickelt man die Monodromiematrix nach Ordnungen von v�1 und schreibtdie Ordnung v�1 der Yang-Baxter-Gleichung��� 0�0 uv 66: : :66��	@@I = �� ��@@66 66 ��� 0�0 uv: : :auf, so erh�alt man
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+ + :Durch Umordnen der Fermionlinien und Anwendung der Fermionenerhaltung auf denzweiten Term der rechten Seite, gelangt man zu
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+ + :Multiplikation mit ���0���0 ergibt
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+ + :Das Resultat einer weiteren Multiplikation mit ��0;f
0g��0;f
0g ist
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=
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+ + :In einem letzten Schritt wende die Fermionenerhaltung auf den ersten Faktor links anund multipliziere mit ��0�:
�������
�������
�������
�������

=
�������
�������
�������
�������

+ + :Das ist o�enbar das gew�unschte Ergebnis.



E.4. DIE HILFSFUNKTIONEN 135E.4 Die HilfsfunktionenLemma 43. Die Funktionen (x) = �(1 + K� + x� )�(1 + x� ) ; �(x) = x �(x� � K� )�(1 + x� + K� ) ; ~� (x) = xx�Kerf�ullen f�ur beliebige, aber feste Zahlen �; � 2 C die Funktionalgleichungenb(x) (x) =  (x� �); �(x)b(x) = �(x� �)b(� � x) ; ~� (x)b(�x) = ~�(x� �)b(� � x) :O�enbar ist es m�oglich, jede dieser Funktionen noch mit einer �-periodischen Funktion zumultiplizieren, ohne da� sich die Funktionalgleichungen �andern. Dies schlie�t insbesondereeinen konstanten Faktor ein ("Normierung\).Beweis.1. Mit �(x+ 1) = x�(x) folgtb(x) (x) = xK + x � �(1 + K� + x� )�(1 + x� ) = xK + x � �(K� + x� )�(x� ) � K� + x�x�= �(K� + x� )�(x� ) =  (x� �):2. Genau wie eben gilt�(x)b(x) = K + xx x �(x� � K� )�(1 + x� + K� ) = (K + x) x� � K� � 1x� + K� � �(x� � K� � 1)�(x� + K� )= � � x +K� � x (x� �)�(x� � K� � 1)�(x� + K� ) = �(x� �)b(� � x) :3. Die Behauptung folgt sofort aus~� (x) = �b(�x);weil beide Seiten der Funktionalgleichung dann o�ensichtlich �1 sind.
E.5 NebenrechnungenLemma 44. F�ur die verwendeten Gewichte giltc(��)b(��) = �c(�)b(�) :



136 ANHANG E. RECHNUNGEN ZUR MATRIXDIFFERENZENGLEICHUNGBeweis. c(��)b(��) = KK � � � K � ��� = � KK + � � K + �� = �c(�)b(�) :Lemma 45. F�ur die verwendeten Gewichte giltw(�)b(�) = � 1b(��) :Beweis. Eine einfache Rechnung ergibtw(�)b(�) = K � �K + � � K + �� = �K � ��� = � 1b(��) :



Zusammenfassung und AusblickIn der vorliegenden Arbeit wurde in den ersten Kapiteln ein umfassender �Uberblick �uberdie grundlegenden Aspekte von integrablen Modellen der Quantenfeldtheorie in 1+ 1 Di-mensionen gegeben, die seit Mitte der 70er Jahre intensiv erforscht werden, und ihreKonsequenzen vorgestellt [9]. Als besonders wichtig erwies sich dabei die Faktorisierungder S-Matrix [10], die einerseits die Verbindung zum Gebiet der Quantengruppen her-stellt und es andererseits erlaubt, zusammen mit bestimmten quantenfeldtheoretischen�Uberlegungen ein Gleichungssystem aufzustellen, aus dem sich unter Annahme maxi-maler Analytizit�at eine eindeutige S-Matrix ergibt, wenn gewisse Anfangsparameter desModells wie Teilchenarten, Symmetrien usw. gegeben sind [28, 49]. Dieses sogenannteBootstrap-Programm wurde in Kapitel 3 ausf�uhrlich an den Beispielen Z(N)-Ising- undSinus-Gordon-Modell veranschaulicht. W�ahrend die S-Matrix nur das On-Shell-Verhaltender Theorie beschreibt, gelingt es mit dem sogenannten Formfaktorprogramm den �Uber-gang zu den O�-Shell-Gr�o�en, den Korrelationsfunktionen, zu �nden. Unter Annahme dermaximalen Analytizit�at und Ausnutzung der Faktorisierung der S-Matrix lassen sich soper LSZ-Reduktion Eigenschaften dieser Formfaktoren beweisen [14, 16].Das Ziel dieser Arbeit war der Nachweis, da� die Gleichungen des Bootstrap- unddes Formfaktorprogramms die Lokalit�at der Felder implizieren. Bem�uhungen zu dieserProblematik gab es Anfang der 90er Jahre von F. A. Smirnov [16] und M. Yu. Lashke-vich [39], deren Beweise jedoch insofern unbefriedigend sind, als da� sie beide nur f�urModelle ohne gebundene Zust�ande G�ultigkeit haben. Au�erdem enth�alt Smirnov's Be-weis einige Unstimmigkeiten, und Lashkevich's Beweis ist auf Modelle mit diagonalenS-Matrizen beschr�ankt. Smirnov hat in seinem Beweis Crossing-Formeln [16, Gleichun-gen 28, 29 und 30] verwendet, die einige Vorzeichenfehler enthalten. Unter Verwendungdes LSZ-Formalismus ist es mir unter Annahme der maximalen Analytizit�at der Form-faktoren gelungen, in einem ersten Schritt zwei Rekursionsbeziehungen herzuleiten (sie-he (2.13)) und anschlie�end per Induktion zwei allgemeine Crossing-Formeln zu beweisen(siehe S�atze 9 und 10). Es stellte sich heraus, da� mit diesen korrigierten Gleichungentats�achlich die Lokalit�at bewiesen werden kann (siehe Theorem 12). Um den von seinerNomenklatur her sehr schwierigen Beweis anschaulich zu machen, habe ich graphischeMethoden, wie sie zum Beispiel in [14] zu �nden sind, weiterentwickelt. In einem kleinenExkurs wird ein alternativer Beweis der allgemeinen Crossing-Relation angegeben, der alsHilfsmittel ausschlie�lich die Zamolodchikov-Algebra verwendet und damit ein weiteresIndiz f�ur deren Bedeutung in integrablen Modellen der Quantenfeldtheorie in 1 + 1 Di-mensionen liefert.In der Vergangenheit gab es Versuche, eine graphische Notation f�ur diejenigen Glei-chungen des Bootstrap- bzw. Formfaktorproframms zu �nden, mit denen gebundeneZust�ande beschrieben werden [14]. F�ur Darstellungen von Quantengruppen ist eine gra-137



138 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKphische Beschreibung der Fusionsregeln seit Anfang der 80er Jahre bekannt [48]. Da dortjedoch im Gegensatz zu hier unsymmetrische R- und keine symmetrischen S-Matrizenauftreten und au�erdem physikalische Parameter wie die Parit�at von Zust�anden, etc. kei-ne Rolle spielen, gab es Schwierigkeiten, in integrablen Modellen ein konsistentes Bild zukonstruieren. In dieser Arbeit wird ein System von S-Matrix- und Formfaktorgleichun-gen vorgestellt, da� meines Erachtens gleichzeitig optimal auf eine graphische Notationund auf das Wechselspiel der jeweiligen Gleichungen ausgerichtet ist (siehe De�nitionen 1und 2). F�ur das Z(N)-Ising- und das Sinus-Gordon-Modell wurde durch explizite Angabevon Phasenkonventionen und Berechnung einiger Residuen von S-Matrizen gezeigt, da�sie sich in diesem neuen Rahmen darstellen lassen (siehe S�atze 5 und 7). Gleiches ist f�urandere Modelle zu vermuten und sollte noch eingehender untersucht werden.Nach der Anpassung der S-Matrix- und Formfaktorgleichungen war es m�oglich, denBeweis der Lokalit�at ohne gro�e Schwierigkeiten auch auf Modelle mit gebundenenZust�anden auszudehnen. Dabei treten im Vergleich zu vorher einerseits mehr Zwischen-zust�ande auf, und andererseits haben sowohl die Formfaktoren als auch die S-Matrizenzus�atzliche Pole. Indem alle m�oglichen Residuen der in der Entwicklung auftretendenFormfaktoren berechnet wurden, konnte gezeigt werden, da� sie zu Gruppen zusammen-gefa�t werden k�onnen, die f�ur sich jeweils keinen Beitrag ergeben. Der Zusammenhang derdiskutierten Intertwiner mit der Darstellungstheorie der Quantengruppen [50], die zu derzugrundeliegenden Yang-Baxter-Algebra geh�oren, sollte noch genauer untersucht werden.Die Frage nach den Kommutationsbeziehungen fermionischer Felder ist ein o�enesProblem. Die Formfaktorgleichungen fermionischer Operatoren enthalten an bestimmtenStellen zus�atzliche Vorzeichen, so da� es vermutlich einfach ist, v�ollig analog zum bosoni-schen Fall ein Antikommutativit�atstheorem zu zeigen [39]. Interessant w�are es zudem, dieFormulierung integrabler Modelle �uber die Zamolodchikov-Algebra weiterzuentwickeln.Dazu geh�ort vor allen Dingen die Konstruktion einer Darstellung derselben in physika-lischen R�aumen f�ur nichtdiagonale S-Matrizen, die meiner Kenntnis nach im Gegensatzzum diagonalen Fall [55] bisher noch nicht gelungen ist.In Kapitel 5 wurde ein sogenannter verschachtelter O�-Shell Bethe Ansatz [43, 44]zur L�osung einer Matrix-Di�erenzengleichung verwendet, die in engem Verh�altnis stehtzu der Watson-Gleichung (2.17) und der Gleichung (2.18) f�ur die zyklische Vertauschungvon Argumenten in Formfaktoren. Dabei wurden die Ideen, die schon f�ur S-Matrizen mitSU(N)-, U(N)- und Uq[su(N)]-Symmetrie angewendet worden sind [41, 42], erfolgreichauf eine S-Matrix �ubertragen, die mit dem supersymmetrischen t-J-Modell [21, 22] asso-ziiert ist. Anschlie�end wurde gezeigt, da� die konstruierten L�osungen H�ochste-Gewicht-Vektoren der supersymmetrischen Lie-Algebra spl(2; 1) sind, und die dazugeh�origen Ge-wichte explizit ausgerechnet. Mit Hilfe von rein gruppentheoretischen �Uberlegungen wieder Anwendung von Leiteroperatoren sollte es dann m�oglich sein, alle L�osungen anzuge-ben.F�ur die Zukunft sind Untersuchungen der entsprechenden q-deformierten Matrixdif-ferenzengleichung vorgesehen, die mit der gradierten Algebra Uq[spl(2; 1)] verbunden ist.Nach den vorliegenden Erkenntnissen scheint es so zu sein, als ob der O�-Shell BetheAnsatz als L�osungsmethode f�ur Matrixdi�erenzengleichungen des betrachteten Typs ei-ne gewisse Universalit�at besitzt. Eine weitere wichtige Anwendung k�onnte daher dar-in bestehen, den O�-Shell Bethe-Ansatz zur Bestimmung der Formfaktoren des O(N)-symmetrischen �-Modells einzusetzen und anschlie�end dessen Korrelationsfunktionen zubestimmen. Eine weitere o�ene Frage ist, ob sich mit der supersymmetrischen S-Matrix
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